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Presentación

El hombre utiliza palabras, sonidos, śımbolos, imágenes y
gestos, entre otros, para dar a conocer sus ideas. La matemática
ayuda a entender el mundo y sus relaciones, pero expresándolo
en un lenguaje simbólico complejo. El mismo constituye un
lenguaje universal utilizado en cualquier parte del mundo, lo
cual ha hecho que sea el lenguaje de las ciencias y la tecnoloǵıa.
Sin embargo, se necesita cierto entrenamiento para traducir del
lenguaje que se utiliza habitualmente al sistema de escritura
matemática.

Las asignaturas universitarias suponen un manejo del len-
guaje matemático, tomándolo como base a partir de la cual
se presentan los nuevos conceptos. Si bien la educación media
brinda cierta formación en este aspecto, la realidad muestra
que, en muchos casos, los conocimientos adquiridos resultan
insuficientes. Se evidencian grandes dificultades en las prime-
ras asignaturas universitarias, debido, principalmente, al escaso
manejo del lenguaje propio de la disciplina.

El objetivo de este trabajo es brindar a los alumnos un
material de apoyo para recuperar y reforzar los conocimientos
básicos de la disciplina y, en ciertos casos, incorporar nuevas
herramientas a fin de lograr un manejo adecuado del lenguaje
propio de las matemáticas. Esto les permitiŕıa estar en mejores
condiciones para comenzar estudios universitarios.

9
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Contenido

Este material constituye un “repaso” sintético de las herra-
mientas básicas de la disciplina. Los resultados y propiedades
se presentan sin demostración, y dejando de lado cierta “for-
malidad matemática”, aunque sin descuidar la utilización del
lenguaje propio de esta ciencia. Se presentan, además, ejem-
plos para que los alumnos observen y recuerden la aplicación
de dichos resultados. Con esto no se pretende dar “recetas” que
deban ser aprendidas de memoria, sino repasar y sintetizar
conocimientos matemáticos, haciendo hincapié en su aplica-
ción.

Los contenidos se desarrollan en tres caṕıtulos:

Caṕıtulo 1: Conjuntos numéricos
Se presentan los conjuntos numéricos y las operaciones
aritméticas con sus respectivas propiedades. Previamente
se introducen conceptos básicos de la teoŕıa de conjuntos
para reconocer la simboloǵıa propia.

Caṕıtulo 2: Expresiones algebraicas
Se introducen los conceptos de variable y expresiones al-
gebraicas. Se hace una revisión detallada de las distintas
clases de expresiones algebraicas, y las operaciones que
se realizan habitualmente con ellas. Se da especial impor-
tancia a los polinomios en una variable por su utilidad
y aplicaciones. Este caṕıtulo presenta conceptos que re-
sultan imprescindibles para estudiantes de carreras que
incluyan matemática en sus planes de estudio.

Caṕıtulo 3: Ecuaciones e inecuaciones
Se estudian relaciones de igualdad (ecuaciones) y de desi-
gualdad (inecuaciones) entre expresiones algebraicas. Se
analizan detalladamente las ecuaciones e inecuaciones en
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una variable. Se introduce el concepto de función a partir
de relaciones entre variables. Se consideran las ecuaciones
lineales en dos variables (rectas) y los sistemas formados
por dos ecuaciones de este tipo.

Sugerencias para el uso de este material

1. Lectura comprensiva de la revisión teórica.
Leer intentando comprender (no memorizar) el concep-
to que se está presentando. Tener en cuenta que la com-
prensión de ciertos conceptos matemáticos requiere tiem-
po y esfuerzo. Dicho esfuerzo debe apuntar más a la
comprensión, que a la memorización de métodos o técni-
cas.

2. Trabajo con la ejercitación propuesta.
Para esta tarea es importante interpretar correctamente
las consignas, dedicar tiempo y atención, ser ordenado y
prolijo y verificar los resultados (siempre que sea posi-
ble). Debe tenderse a una autonomı́a en el aprendizaje.
Cuando se tienen dudas ante la realización de algún ejer-
cicio, se sugiere volver a revisar los conceptos teóricos y
ejemplos correspondientes.

Si bien todo estudiante universitario debe tener conocimien-
tos matemáticos básicos, existe una diferencia en cuanto al
alcance y utilización de los mismos, de acuerdo a la carrera
elegida. Para alumnos de carreras universitarias sociales o hu-
mańısticas, se sugiere el trabajo con Caṕıtulo 1 y Caṕıtulo 3
(excepto secciones 3.1.5, 3.1.6, 3.2.5 y 3.2.6, pues involucran
conceptos presentados en el Caṕıtulo 2). Para éstas carreras
se recomienda hacer énfasis en los ejercicios de aplicación, para
comprender la utilidad de los conceptos tratados, en situaciones
concretas.





Caṕıtulo 1

Conjuntos numéricos

Un concepto básico y elemental del lenguaje matemático es
el de número. Para poder trabajar en matemática, es impres-
cindible comprender la noción de número, sus propiedades y
transformaciones. La aritmética es la rama de las matemáticas
que estudia la operaciones de los números y sus propiedades ele-
mentales. Proviene del griego arithmos y techne que significan
números y habilidad, respectivamente.

Se comienza con una presentación de nociones básicas de la
teoŕıa de conjuntos: pertenencia, inclusión, unión, etc. La sim-
boloǵıa propia permite mejorar la precisión del lenguaje ma-
temático.

Se presentan los distintos conjuntos numéricos sin entrar
en detalles formales, como la justificación axiomática de los
mismos, haciendo hincapié en la utilización práctica de los mis-
mos. De igual manera se introducen las operaciones básicas
y sus propiedades, utilizando los conceptos intuitivos que los
alumnos tienen incorporados.
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1.1. Teoŕıa de conjuntos

1.1.1. Introducción histórica

Hasta el siglo XIX los matemáticos se refeŕıan a los con-
juntos de objetos sin necesidad de reflexionar sobre ellos. Fue
el matemático Georg Ferdinand Ludwing Philipp Cantor quien
les dio un primer tratamiento formal, en 1870. Su teoŕıa de
conjuntos fue desarrollada para proporcionar un método para
trabajos relacionados al infinito y fue expuesta en una serie de
art́ıculos y libros, entre los cuales pueden destacarse “Beiträge
zur Begründung der transfiniten Mengenlehre”.

Sin embargo, el sistema de Cantor dio lugar a resultados
contradictorios. Posteriormente, Gottlob Frege ideó un siste-
ma más preciso, intentando fundamentar adecuadamente la
teoŕıa de conjuntos; pero, para su desaliento, Bertrand Rus-
sell descubrió una paradoja en su teoŕıa (hoy llamada paradoja
de Russell). A principios del siglo XX, el matemático alemán
Ernst Zermelo puso la teoŕıa de conjuntos sobre una base acep-
table, reduciéndola a un sistema axiomático más restringido,
que no permit́ıa la obtención de la Paradoja de Russell. Las
ideas de Zermelo fueron posteriormente precisadas por Tho-
ralf Skolem y Abraham Fraenkel, resultando de ello la pri-
mera teoŕıa axiomática de conjuntos, conocida como teoŕıa de
Zermelo-Fraenkel, aunque seŕıa más adecuado llamarla teoŕıa
de Zermelo-Fraenkel-Skolem. Otra teoŕıa de conjuntos que evita
las paradojas de la teoŕıa cantoriana fue desarrollada después,
principalmente, por John von Neumann, Paul Bernays y Kurt
Gödel. Esta última es hoy llamada, teoŕıa de conjuntos de von
Neumann-Bernays-Gödel.
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1.1.2. Conceptos básicos

Un conjunto es una colección de objetos, y está bien
definido si se sabe si un determinado elemento pertenece o no
a él. Usualmente, los conjuntos se representan con una letra
mayúscula: A, B, etc.

Llamaremos elemento, a cada uno de los objetos que for-
man parte de un conjunto. Usualmente se representan con una
letra minúscula: a, b, etc.

Para indicar que un elemento x pertenece a un conjunto
A, escribimos x ∈ A (se lee “x pertenece a A” o bien “x es un
elemento de A”). La negación de x ∈ A se escribe x /∈ A (y se
lee “x no pertenece a A”).

Dos conjuntos especiales son:

El conjunto universal, que representaremos con la letra
U , es el conjunto de todas las cosas sobre las que estemos
tratando.

El conjunto vaćıo, que se denota ∅, es el conjunto que
no tiene elementos.

1.1.3. Representaciones

Existen dos formas de definir o notar un conjunto:

Por extensión: cuando se enumeran exhaustivamente
todos los elementos del conjunto, entre llaves y separados
por comas.

Por comprensión: cuando se especifican las caracteŕısti-
cas que poseen todos sus elementos. Es decir, si todos los
elementos de un conjunto A satisfacen alguna propiedad
que pueda ser expresada como una proposición P, el con-
junto A puede notarse:

A = {x ∈ U : x verifica la propiedad P}
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(se lee “A es el conjunto de elementos x que satisfacen
la propiedad P”). El śımbolo “:” se lee “que cumplen la
propiedad” o “tales que” (puede ser reemplazado por “|”).

Para representar gráficamente a los conjuntos suelen uti-
lizarse los llamados diagramas de Venn, que son figuras pla-
nas cerradas (en general elipses o circunferencias), dentro de
las cuales se escriben los elementos del conjunto.
Ejemplo: Consideremos como conjunto universal U todas las
letras del abecedario.

Por comprensión: A = {x ∈ U : x es una letra vocal}.

Por extensión: A = {a, e, i, o, u }.

Diagrama de Venn:

1.1.4. Relaciones

Dados dos conjuntos A y B contenidos en el conjunto uni-
versal U , pueden darse distintas relaciones entre ellos:

1. A y B son iguales si tienen exactamente los mismos ele-
mentos. Se nota: A = B.

2. A y B son disjuntos si no tienen ningún elemento en
común.

3. A es un subconjunto de B (o A está contenido en B)
si cada elemento de A es también elemento de B, es decir,
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cuando se verifique: “si x ∈ A, entonces x ∈ B”. Se nota:
A ⊆ B.

Observación: Ésta definición no excluye la posibilidad de
que los conjuntos sean iguales. Es decir, si A ⊆ B, puede
darse el caso de que A = B. En particular A = B si y
sólo si A ⊆ B y B ⊆ A.

4. A es un subconjunto propio de B (o A está contenido
estrictamente en B) si todo elemento de A es elemento
de B, pero, B tiene, por lo menos, un elemento que no
pertenece al conjunto A. Se nota: A ⊂ B.

5. A no es subconjunto de B (o A no está contenido en
B) si A tiene, por lo menos, un elemento que no pertenece
al conjunto B. Se nota: A⊆/ B.

Diagramas de Venn que representan las relaciones tratadas:

Iguales Disjuntos
A = B

Contenido No contenido
A ⊂ B A⊆/ B y B⊆/ A
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1.1.5. Operaciones

Sean A y B dos conjuntos contenidos en el conjunto univer-
sal U . Las principales operaciones que pueden definirse entre
ellos son:

1. Unión:
Es el conjunto que contiene a todos los elementos de A y
de B, y lo notamos A ∪B. Simbólicamente:

A ∪B = {x ∈ U : (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)}

El śımbolo “∨” representa un “o” incluyente, es decir,
la expresión (x ∈ A) ∨ (x ∈ B) se lee “x pertenece al
conjunto A o x pertenece al conjunto B”.

2. Intersección:
Es el conjunto que contiene a todos los elementos comunes
a los conjuntos A y B, y lo notamos A ∩ B. Simbólica-
mente:

A ∩B = {x ∈ U : (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}

El śımbolo “∧” representa un “y”, es decir, la expresión
(x ∈ A) ∧ (x ∈ B) se lee “x pertenece al conjunto A y x
pertenece al conjunto B”.

Observación: Si A y B son conjuntos disjuntos (no tienen
elementos en común) entonces: A ∩B = ∅.

3. Diferencia:
Es el conjunto de elementos del conjunto A que no se
encuentran en el conjunto B, y lo notamos A−B (ó A\B).
Simbólicamente:

A−B = {x ∈ U : (x ∈ A) ∧ (x /∈ B)}
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4. Complemento:
Es el conjunto de los elementos que pertenecen al con-
junto universal U pero no pertenecen al conjunto A y lo
notamos A (ó Ac). Simbólicamente:

A = {x ∈ U : x /∈ A}

Observación: Se verifica A = U −A.

Diagramas de Venn que representan las operaciones men-
cionadas:

Unión Intersección
A ∪B A ∩B

Diferencia Complemento
A−B A

Ejemplo: Consideremos el conjunto universal

U = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

y los conjuntos: A = {0, 2, 4, 6, 8}, B = {1, 3, 5, 7, 9},
C = {0, 1, 2, 3, 4} y D = {0, 4, 8}.
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1. Se verifican las siguientes relaciones: A y B son disjuntos,
D ⊂ A, C ⊆/ A y A⊆/ C.

2. Algunas operaciones:

A = {1, 3, 5, 7, 9} = B y B = {0, 2, 4, 6, 8} = A.
A ∪B = U y A ∩B = ∅ (pues son disjuntos).
A ∪C = {0, 1, 2, 3, 4, 6, 8} y A ∩C = {0, 2, 4}.
A− C = {6, 8} y C −A = {1, 3}.

1.1.6. Ejercitación

1. Represente gráficamente dos conjuntos A y B que veri-
fiquen A ⊂ B. Considerando estos conjuntos represente
gráficamente: A ∪B, A ∩B y A−B.

2. Considere como conjunto universal U el conjunto de todas
las letras del abecedario y los conjuntos

A = {x : x es letra de la palabra camión}.
B = {x : x es vocal}.
C = {x : x es letra de la palabra almidón }.

a) Defina los conjuntos A, B y C por extensión y re-
presente en diagramas de Venn,

b) Conteste verdadero o falso y justifica:

1) {m, o} ⊂ A.
2) camion ∈ A.
3) {c, a, s} −B ⊂ A.
4) i ∈ C.

5) ∅ ⊂ B.
6) ∅ ∈ A.
7) A ⊂ A.
8) B ∈ B.

c) Calcule A− B, B − A, (A ∩ C)− B y B (por com-
prensión).



Introducción al lenguaje de las matemáticas 21

1.2. Conjuntos de números

1.2.1. Introducción histórica

La noción de número y contar surgió, fundamentalmente,
de la necesidad del hombre de adaptarse al medio ambiente,
proteger sus bienes y distinguir los ciclos de la naturaleza, en-
tre otras. Los números más antiguos que han sido registrados
fueron simples trazos rectos para los d́ıgitos, con una forma
especial para el diez. Es muy probable que las marcas verti-
cales fueran representaciones de los dedos que se usaban para
contar (de donde surge la palabra d́ıgito con que se conoce a
estos números, y posiblemente haya sido el origen del sistema
decimal).

La notación numérica usada universalmente en la actuali-
dad procede de sistemas de numeración hindúes ya existentes
hacia el siglo VI d. C. Este sistema fue adoptado por los árabes
antes del siglo IX. En el siglo XIII, las traducciones al lat́ın de
las obras de los matemáticos árabes hicieron posible que los eu-
ropeos conocieran los principios del sistema numeral posicional.
El italiano Leonardo de Pisa en su obra “Liber abaci” (1202)
ofreció una exposición de las cifras hindúes, en la que se sitúa
el origen del sistema moderno de numeración.

Con respecto al sistema romano, el indo-arábigo proporcio-
na indudables ventajas en el plano práctico y conceptual. Se
crea a partir de una notación sencilla, basada en el uso de diez
d́ıgitos, y usando el valor posicional de los numerales. Permite
simplificar de forma muy notable las operaciones aritméticas
de multiplicación y división, sin complicar las de suma y res-
ta. Por todo ello, el sistema indo-arábigo se ha impuesto pro-
gresivamente, constituyendo un lenguaje escrito universal que
utiliza una misma graf́ıa incluso en idiomas cuyos alfabetos son
diferentes.
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1.2.2. Números naturales

El conjunto de números naturales, al que notamos con
IN, es el que usamos usualmente para contar, es decir:

IN = {1, 2, 3, 4, 5, .....}

Propiedades: El conjunto IN es infinito, es ordenado (tie-
ne primer elemento pero no último) y es discreto (entre dos
números naturales existe un número finito de números natura-
les).

1.2.3. Números enteros

El conjunto de números enteros, al que notamos con
ZZ, es el conjunto de números naturales, agregando el cero y los
enteros negativos, es decir:

ZZ = {......,−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, .....}

Observación: Se puede ver que IN ⊂ ZZ.

Propiedades: El conjunto ZZ es infinito, es ordenado (no tie-
ne primer ni último elemento) y es discreto (entre dos números
enteros existe un número finito de números enteros).

1.2.4. Números racionales

El conjunto de números racionales, al que notamos con
IQ, es el conjunto de todos los números que pueden expresarse
como una razón (cociente o división) entre dos números enteros
(todos los números que pueden expresarse como fracción). Es
decir:

IQ = {
a

b
: a, b ∈ ZZ, b 6= 0}

Observaciones:
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Todo número entero es un número racional, pues puede
escribirse como fracción de denominador 1, es decir, si

a ∈ ZZ entonces a =
a

1
∈ IQ. Por lo tanto: ZZ ⊂ IQ.

En general se considera siempre el denominador positivo,
y el signo se vincula al numerador de la fracción.

Todo número fraccionario tiene una expresión decimal fi-
nita o infinita periódica, y rećıprocamente, toda expresión
decimal finita o infinita periódica se puede expresar como
un número fraccionario.

Propiedades: El conjunto IQ es infinito, es ordenado (no
tiene primer ni último elemento) y es denso (entre dos números
racionales existe un número infinito de números racionales).

1.2.5. Números irracionales

El conjunto de números irracionales, al que notamos II,
es el conjunto de números que no se pueden escribir como una
razón (cociente o división) entre dos números enteros (todos los
números que no pueden expresarse como fracción).

Observaciones:

1. De la definición podemos concluir que el conjunto de los
números racionales (IQ) y el conjunto de los números irra-
cionales (II) son conjuntos disjuntos, es decir, IQ ∩ II = ∅.

2. Todo número fraccionario tiene una expresión decimal fi-
nita o infinita periódica, por lo tanto, todo número irra-
cional tiene un número infinito de d́ıgitos no periódicos.
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3. Son números irracionales los resultados de aplicar ráıces
(de ı́ndice par a números naturales ó de ı́ndice impar a
números enteros) que no dan como resultado un número
natural o entero.

Ejemplos:

a)
√

2 = 1, 41421..... b) 3
√
−2 = −1, 25992.....

4. Existen otros números irracionales que son muy usados
en matemáticas.
Ejemplos:

a) π = 3, 14159.... (en trigonometŕıa).

b) e = 2, 71828.... (en exponenciales y logaritmo).

1.2.6. Números reales

El conjunto de números reales, al que notamos con IR,
es el conjunto de todos los números racionales e irracionales, es
decir:

IR = IQ ∪ II

1.2.7. Números complejos

Un número complejo es de la forma a + b i, donde a ∈ IR
(llamada parte real), b ∈ IR (llamada parte imaginaria) e i =√
−1 (llamada unidad imaginaria). Por lo tanto, el conjunto

de números complejos, que se nota IC, es:

IC = {a + bi : a, b ∈ IR, i =
√
−1}.

Observaciones:
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1. Son números complejos todas las ráıces de ı́ndice par de
números negativos.

Ejemplo:
√
−9 =

√
9
√
−1 = 3i.

2. Todo número real es un número complejo, es decir, si
a ∈ IR entonces a = a + 0i ∈ IC. Por lo tanto: IR ⊂ IC.

1.2.8. Relación entre los conjuntos numéricos

De acuerdo a las definiciones de los distintos conjuntos numéri-
cos se verifican la siguientes relaciones:

IN ⊂ ZZ ⊂ IQ ⊂ IR ⊂ IC

Diagrama de Venn:

1.2.9. Representación en la recta

El conjunto de números reales suele representarse en un
recta horizontal, llamada recta numérica. A cada número real
le corresponde un único punto de la recta.

Para la representación, se grafica una recta horizontal y
sobre ella se marca un punto que corresponde al número 0. Se
considera un segmento u que se tomará como unidad de medida.
Luego se procede de la siguiente manera:
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1. Para representar los números naturales, se traslada el
segmento unidad a derecha en forma consecutiva a partir
del 0, graficando sus puntos extremos. A cada uno de
los puntos aśı obtenido se le asigna un número natural
comenzando por el 1, en forma ordenada, a partir del
punto correspondiente al número 0.

2. Para representar los números enteros negativos se proce-
de de igual manera, pero trasladando el segmento unidad
a izquierda del 0.

−−−−−•−−−−•−−−−•−−−−•−−−−•−−−−•−−−−•−−−−•−−−−•−−−−→
−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

3. Para representar números fraccionarios, se divide este
segmento unidad en tantas partes como indica el denomi-
nador de la fracción. Luego se traslada a partir del 0 la
porción del segmento unidad obtenida tantas veces como
indica el numerador de la fracción, a derecha si es positivo
o a izquierda si es negativo.

Ejemplo: Representación de −
5
2

:

−−−−−−−•−−−−−•−−−−−•−−−−−•−−−−−•−−−−−•−−−−−•−−−−−→

−3 −
5
2

− 2 − 1 0

Observación: Los números racionales pueden representarse con-
siderando su expresión decimal. De igual manera puede obte-
nerse una representación aproximada de los números irracio-
nales considerando una expresión decimal finita aproximada
(truncando o redondeando sus cifras decimales). Existe una re-
presentación más precisa de números irracionales utilizando la
relación de pitágoras en triángulos rectángulos.
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1.2.10. Relación de orden

En el conjunto de números reales se define la siguiente re-
lación de orden:

“En su representación en la recta numérica, los números
están en orden creciente de izquierda a derecha, es decir,

dados dos números cualesquiera, el que está a la izquierda es
menor que el está a su derecha.”

Para indicar una desigualdad se utilizan los signos:

Desigualdades estrictas Desigualdades no estrictas

< (“menor”) ≤ (“menor o igual”)
> (“mayor”) ≥ (“mayor o igual”)

Las principales propiedades de desigualdades, válidas pa-
ra números reales cualesquiera a, b y c son :

1. a ≤ b o b ≤ a (orden en los reales).

2. Si a ≤ b y b ≤ c, entonces a ≤ c (propiedad transitiva).

1.2.11. Intervalos

Un intervalo de números reales es un subconjunto del con-
junto de números reales, determinado por una desigualdad.

Clases de intervalos numéricos:

Intervalo abierto: (a, b) = {x ∈ IR : a < x < b}.

(
a

)
b

Intervalo cerrado: [a, b] = {x ∈ IR : a ≤ x ≤ b}.

[
a

]
b
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Intervalos semi-abiertos:

• (a, b] = {x ∈ IR : a < x ≤ b}.
(
a

]
b

• [a, b) = {x ∈ IR : a ≤ x < b}.
[
a

)
b

Intervalos infinitos:

• (a,+∞) = {x ∈ IR : a < x}.
(
a

>>>>

• [a,+∞) = {x ∈ IR : a ≤ x}.
[
a

>>>>

• (−∞, b) = {x ∈ IR : x < b}.
<<<< )

b
• (−∞, b] = {x ∈ IR : x ≤ b}.

<<<< ]
b

1.2.12. Valor absoluto

Definición

Para todo x ∈ IR, se define el valor absoluto de x, que
notamos |x|, de la siguiente manera:

|x| =
{

x si x ≥ 0
−x si x < 0

Es decir, el valor absoluto de cualquier número real es su
valor positivo.
Ejemplos: |2| = 2; | − 3| = −(−3) = 3.
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Interpretación geométrica

Geométricamente, |x| representa la distancia, en la recta
numérica, del número real x al 0 (origen). De acuerdo a esto,
dado un número real r > 0, pueden establecerse las siguientes
equivalencias,

Valor absoluto Desigualdad Intervalo
|x| ≤ r −r ≤ x ≤ r x ∈ [−r, r]
|x| < r −r < x < r x ∈ (−r, r)
|x| ≥ r x ≤ −r ó x ≥ r x ∈ (−∞,−r] ∪ [r, +∞)
|x| > r x < −r ó x > r x ∈ (−∞,−r) ∪ (r, +∞)

Ejemplos:

1. |x| ≤ 3 es el conjunto de números reales que se encuentran
entre −3 y 3.

Gráficamente: [
−3

]
3

2. |x| > 2 es el conjunto de números reales que menores que
−2 y los mayor que 2.

Gráficamente: <<<< (
2

)
−2

>>>>

Entornos

Dados dos número reales c y r (r > 0), el entorno de centro
en c y radio r es el conjunto de números reales (x ∈ IR) tales que
su distancia al centro es menor al radio. Dicho entorno puede
escribirse:

Utilizando valor absoluto: {x ∈ IR : |x− c| < r}.

Como intervalo numérico: (c− r, c + r).

Gráficamente: (
c− r

)
c + r

|
c
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Observación: Un intervalo (a, b) puede escribirse como entor-
no con notación de valor absoluto {x ∈ IR : |x − c| < r},
considerando:

centro: c = a+b
2 (punto medio entre a y b).

radio: r = b−a
2 (mitad de la distancia entre a y b).

Más aún, pueden establecerse las siguientes relaciones:

(a, b) = {x ∈ IR : |x− c| < r}

[a, b] = {x ∈ IR : |x− c| ≤ r}

(−∞, a) ∪ (b, +∞) = {x ∈ IR : |x− c| > r}

(−∞, a] ∪ [b, +∞) = {x ∈ IR : |x− c| ≥ r}

Ejemplo: Dado el intervalo (3, 5), podemos escribirlo como en-
torno en notación de valor absoluto hallando

centro: c = (3 + 5)/2 = 4.

radio: r = (5− 3)/2 = 1.

Luego: (3, 5) = {x ∈ IR : |x− 4| < 1}.

1.2.13. Ejercitación

1. Seleccione entre los conjuntos numéricos para completar
las siguientes proposiciones (de manera que resulten váli-
das):

a) ......⊂ ZZ.

b) ......∩......= ∅.
c) II ⊆.......

d) IR ⊃.......

e) ......∪......= IR.

f ) IC ⊃.......
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2. Indique con una cruz a cuál o cuáles de los conjuntos
numéricos pertenecen los números dados:

IN ZZ IQ II IR IC
−1
0

0, 5√
5

1/7
π

2, 5
_
4

4
√
−16√
4

25/5

3. Determine a qué conjunto numérico pertenece cada uno
de los números dados, ordénelos de menor a mayor y re-
presente en la recta numérica.

−5
3
,

12
5

,
6
3
,

π

2
, 0,

27
6

, −11
4

, −23
5

,
√

2

4. Halle, en cada caso, un número racional x que cumpla
con la condición dada:

a)
√

3 < x <
174
100

.

b)
√

3 < x <
√

5.

c) x punto medio del intervalo

[
3;

1
3

]
.
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5. Exprese los siguientes intervalos en notación de conjuntos
y represéntelos gráficamente:

a) A = [−4; 1).

b) B = (− ∞;−4).

c) C = [−4;∞).

d) D =

[
−

1
3
; 2

)
.

e) E =

[
−1;

2
3

)
∪ [1;∞).

f ) F =

[
−1;

2
3

)
∩ [1;∞).

g) G = (− ∞; 0)∪(0;∞).

h) H = (− ∞; 3)∩(2;∞).

6. Resuelva, exprese el resultado como intervalo y represente
gráficamente:

a) {x ∈ IR : x < 3} ∩ {x ∈ IR : x > −2}.

b)

{
x ∈ IR : x ≥ −

5
2

}
∪

{
x ∈ IR : x < −

5
2

}
.

c) {x ∈ IR : x < −5} ∩ {x ∈ IR : x > 4}.

d) {x ∈ IR : 0 < x < 2} ∩

{
x ∈ IR : −1 < x <

1
2

}
.

7. Exprese en notación de valor absoluto aquellos puntos de
la recta numérica que verifiquen las siguientes condicio-
nes:

a) Su distancia al origen es igual a tres.

b) Su distancia al origen es menor que
3
2
.

c) Su distancia al origen es mayor que
5
3
.

d) Su distancia a 1 es igual a 4.
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e) Su distancia a -1 no es mayor que tres.

8. Exprese los siguientes conjuntos como intervalos y re-
preséntelos gráficamente:

a) A = {x ∈ IR : |x| < 5}.
b) B = {x ∈ IR : |x| ≥ 1}.

c) C = {x ∈ IR : |x + 2| ≤ 2}.
d) D = {x ∈ IR : |x− 5| > 3}.

9. Exprese los siguientes subconjuntos de números reales uti-
lizando notación de valor absoluto:

a) (2, 7).

b)

[
−

5
2
, −1

]
.

c)

(
−

5
2
,

1
2

)
.

d) (−∞, −1)∪ (5, +∞).

10. Para un ofrecimiento de empleo se solicita que los aspi-
rantes sean mayores de 21 años. Por otro lado, se plantea
que deben ser jóvenes de hasta 35 años. Determine las
posibles edades de los aspirantes al empleo, expresando
la solución:

a) En notación de conjuntos, por comprensión (usando
desigualdades).

b) En notación de conjuntos, por extensión.

11. Una persona recibe un sueldo superior a los $ 2000 men-
suales. Sin embargo gana menos que dos tercios del sueldo
de su jefe, que gana $ 6500. Determine cuales son los po-
sibles sueldos de dicha persona expresando la solución:

a) En notación de conjuntos, por comprensión (usando
desigualdades).

b) Como intervalo numérico.



34 Tatiana Gibelli

1.3. Operaciones aritméticas

1.3.1. Introducción histórica

Cuando los pueblos comenzaron a utilizar los números, sólo
conoćıan una forma de operar con ellos: contar. El primitivo
concepto de cardinalidad dio comienzo a la aritmética. Poco a
poco, fueron descubriendo cómo sumar, restar, multiplicar. En
algunos páıses se inventaron métodos especiales para facilitar
el cálculo, especialmente al trabajar con grandes números. Los
romanos emplearon una tabla de contar o ábaco, en la cual las
unidades fueron representadas por bolitas que pod́ıan moverse
por unas ranuras. A estas bolitas las llamaban Calculi, que
es el plural de calculus (guijarro). Este es el origen del verbo
“calcular”.

La aritmética, como otras ramas de las matemáticas, surge
por necesidades de la vida cotidiana y se convierte después en
un inmenso sistema formal. Giuseppe Peano (1858 - 1932) fue
un matemático italiano que, junto con F. L. G. Frege (1848
- 1925), en el siglo IV, introdujo los lenguajes formales en la
matemática. Uno de sus mejores libros fue “Arithmetices prin-
cipia, nova método exposita” en el que formalizó, desde el punto
de vista de la lógica matemática, toda la aritmética.

1.3.2. Adición y sustracción

Definiciones

La adición de dos números reales, a los que se llama su-
mandos, da por resultado otro número real, al que se denomina
suma de los números dados.

a + b → suma
↓ ↓

sumandos
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La sustracción de dos números reales, a los que se llama
minuendo y sustraendo, da por resultado otro número real,
al que se denomina diferencia o resta de los números dados.

a − b → resta o diferencia
↓ ↓

minuendo sustraendo

Ley de cierre

La operación de adición es cerrada en todos los conjuntos
numéricos: IN, ZZ, IQ, IR y IC. Es decir, la adición de dos núme-
ros de un conjunto da por resultado otro número del mismo
conjunto.

La operación de sustracción es cerrada en los conjuntos
numéricos: ZZ, IQ, IR y IC. No se verifica la ley de cierre en el
conjunto IN, pues la sustracción de dos números naturales pue-
de dar por resultado un número negativo (no natural). Por
ejemplo: 3 ∈ IN y 5 ∈ IN pero 3− 5 = −2 /∈ IN.

Propiedades

Para todo a, b, c ∈ IR se verifican las siguientes propiedades:

Asociativa: a + (b + c) = (a + b) + c.

Conmutativa: a + b = b + a.

Existe neutro: existe un único número real, 0 ∈ IR, que
verifica que a + 0 = a.

Existe inverso: para cada número real a ∈ IR, existe un
único número real, −a ∈ IR, que verifica que a+(−a) = 0.

Observaciones:
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1. La sustracción se puede escribir como adición:

a− b = a + (−b)

2. No se verifican propiedades conmutativa y asociativa para
la sustracción.

1.3.3. Multiplicación y división

Definiciones

La multiplicación de dos números reales, denominados
factores, da por resultado otro número real llamado producto
de los números dados.

a · b → producto
↓ ↓

factores

La división de dos números reales a los que se denomi-
na dividendo y divisor, da por resultado otro número real
llamado cociente o razón entre los números dados.

a ÷ b → cociente o razón
↓ ↓

dividendo divisor

Ley de cierre

La multiplicación es cerrada en todos los conjuntos numéri-
cos: IN, ZZ, IQ, IR y IC. Es decir, la multiplicación de dos números
de un conjunto da por resultado otro número del mismo con-
junto.

La división es cerrada en los conjuntos numéricos: IQ, IR y
IC (exceptuando la división por 0, que no está definida). No se
verifica la ley de cierre en los conjuntos numéricos IN y ZZ, pues
la división de dos números naturales o enteros puede dar por
resultado un número no entero. Por ejemplo: 3 ∈ ZZ y 5 ∈ ZZ
pero 3÷ 5 = 0,6 /∈ ZZ.
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Propiedades

Para todo a, b, c ∈ IR se verifican las siguientes propiedades:

Asociativa: a · (b · c) = (a · b) · c.

Conmutativa: a · b = b · a.

Existe neutro: existe un único número real, 1 ∈ IR, que
verifica que a · 1 = a.

Existe inverso: para cada número real a ∈ IR tal que

a 6= 0, existe un único número real,
1
a
∈ IR, que verifica

que a ·
1
a

= 1.

Observaciones:

1. La división se puede escribir como multiplicación:

a÷ b = a ·
1
b

2. No se verifican propiedades conmutativa y asociativa para
la división.

Propiedad distributiva

De la multiplicación respecto a la adición y sustracción:

Propiedad Ejemplo

Distributiva
a izquierda:

a · (b∓ c) = a · b∓ a · c

2 · (3 + 1) = 2 · 3 + 2 · 1
2 · 4 = 6 + 2

8 = 8

Distributiva
a derecha:

(b∓ c) · a = b · a∓ c · a

(4− 1) · 3 = 4 · 3− 1 · 3
3 · 3 = 12− 3

9 = 9
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De la división respecto a la adición y sustracción:

Propiedad Ejemplo

Se verifica
distributiva a derecha:

(a∓ b)÷ c = a÷ c∓ b÷ c(
a∓ b

c
=

a

c
∓

b

c

)
4 + 6

2
=

4
2

+
6
2

10
2

= 2 + 3

5 = 5

NO se verifica
distributiva a izquierda:

a÷ (b∓ c) 6= a÷ b∓ a÷ c(
a

b∓ c
6=

a

b
∓

a

c

)
18

6 + 3
6=

18
6

+
18
3

18
9

6= 3 + 6

2 6= 9

1.3.4. Potenciación

Definición

Dados un número real a, llamado base, y un número na-
tural n, llamado exponente, la potencia se calcula como un
producto repetido de la siguiente manera:

exponente
↑

an = a.a....a︸ ︷︷ ︸
n veces

→ potencia
↓

base

Además:

Para todo a ∈ IR, a 6= 0: a0 = 1.

Para todo n ∈ IN: 1n = 1 y 0n = 0.
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Para todo a ∈ IR y n ∈ IN: a−n =

(
1
a

)n

.

Observación: el signo del resultado depende de la paridad del
exponente y el signo de la base,

Si el exponente n es impar: se “preservan los signos”,

• Si a > 0 (base positiva) entonces: an > 0 (resultado
positivo).

• Si a < 0 (base negativa) entonces: an < 0 (resultado
negativo).

Por lo tanto, para todo a ∈ IR y n impar (−a)n = −an.

Si el exponente n es par: resultado siempre “positivo”,

• Para todo a ∈ IR, a 6= 0: an > 0.

Por lo tanto, para todo a ∈ IR y n par (−a)n = an.

Resumiendo:

a > 0 (positivo) a < 0 (negativo)
n impar an > 0 (positivo) an < 0 (negativo)
n impar an > 0 (positivo) an < 0 (positivo)

Ejemplos:

1. 23 = 2 · 2 · 2 = 8.

2. (−2)3 = (−2) · (−2) · (−2) = −8.

3. 32 = 3 · 3 = 9.

4. (−3)2 = (−3) · (−3) = 9.
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Propiedades

Para todo a, b ∈ IR y n, m ∈ IN se verifican las siguientes
propiedades:

Propiedad Ejemplo

Multiplicación de potencias
de igual base:

an · am = an+m

22 · 23 = 22+3

4 · 8 = 25

32 = 32

División de potencias
de igual base:

an

am
= an−m

34 ÷ 32 = 34−2

81÷ 9 = 32

9 = 9

Potencia
de una potencia:

(an)m = an·m

(23)2 = 23·2

82 = 26

64 = 64

Distributiva de potencia
respecto a multiplicación:

(a · b)n = an · bn

(3 · 2)2 = 32 · 22

62 = 9 · 4
36 = 36

Distributiva de potencia
respecto a división:
(a÷ b)n = an ÷ bn

(6÷ 3)2 = 62 ÷ 32

22 = 36÷ 9
4 = 4

Observación: No vale propiedad distributiva de la potencia res-
pecto a la adición (o sustracción):

(a + b)n 6= an + bn y (a− b)n 6= an − bn.

Ejemplos:

(2 + 3)2 6= 22 + 32

52 6= 4 + 9
25 6= 13

(4− 1)2 6= 42 − 12

32 6= 16− 1
9 6= 15
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1.3.5. Radicación

Definición

Dados un número real a, llamado radicando, y un número
natural n, llamado ı́ndice, la ráız se calcula como la inversa
de la potenciación (en el exponente), de la siguiente manera:

ı́ndice
↑
n
√

a = x ⇔ xn = a

↓ ↓
radicando ráız

Además:

Para todo a ∈ IR: 1
√

a = a.

Para todo n ∈ IN: n
√

1 = 1 y n
√

0 = 0.

Observación: en la definición anterior vamos a diferenciar,

Ráıces de ı́ndice impar: la definición anterior es uńıvo-
ca, es decir, dado un número a ∈ IR existe un único
número b ∈ IR tal que bn = a, y por lo tanto n

√
a = b.

En particular, se “preservan los signos”:

• Si a > 0 (base positiva) entonces: n
√

a > 0 (resultado
positivo).

• Si a < 0 (base negativa) entonces: n
√

a < 0 (resultado
negativo).

Ráıces de ı́ndice par: la definición anterior no es uńıvo-
ca. En este caso se analiza el signo del radicando.
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• Radicando positivo: existen dos resultados posi-
bles, uno de signo positivo y otro de signo negativo.
Por ejemplo, se puede observar que 2

√
4 tiene dos po-

sibles soluciones: 2
√

4 =
{

2, pues 22 = 4
−2, pues (−2)2 = 4

.

Para tener unicidad en el caso de ráıces pares de
números positivos, vamos a considerar como resul-
tado sólo el resultado de signo positivo.

• Radicando negativo: no tiene como solución un
número real, sino que el resultado es un número com-
plejo. Es decir, dado un número a ∈ IR con a < 0,
n
√

a /∈ IR, si n es número par.

Resumiendo:

a > 0 (positivo) a < 0 (negativo)
n impar n

√
a > 0 (positivo) n

√
a < 0 (negativo)

n par n
√

a > 0 (positivo) n
√

a /∈ IR (no es real)

Ejemplos:

1. 3
√

125 = 5 pues 53 = 125.

2. 3
√
−125 = −5 pues (−5)3 = −125.

3.
√

81 = 9 pues 92 = 81.

4.
√
−81 /∈ IR (es decir, no tiene solución real).

Propiedades

Si a, b ∈ IR, y n, m ∈ IN se verifican las siguientes propieda-
des:
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Propiedad Ejemplo

Simplificación:
n
√

an =
{

a si n es impar
|a| si n es par

a) 3
√

(−2)3 = −2
b) 4
√

(−2)4 = | − 2| = 2

Cambio de orden de
potenciación y radicación:

n
√

am = ( n
√

a)m

(si n
√

a ∈ IR)

3
√

82 = ( 3
√

8)2
3
√

64 = 22

4 = 4

Ráız de una ráız:
n
√

m
√

a = n·m
√

a

√
3
√

64 = 2·3√64√
4 = 6

√
64

2 = 2

Distributiva de ráız
respecto a multiplicación:

n
√

a · b = n
√

a · n
√

b

(si n
√

a ∈ IR y n
√

b ∈ IR)

√
4 · 25 =

√
4 ·
√

25√
100 = 2 · 5
10 = 10

Distributiva de ráız
respecto a división:
n
√

a÷ b = n
√

a÷ n
√

b

(si n
√

a ∈ IR y n
√

b ∈ IR)

√
36÷ 9 =

√
36÷

√
9√

4 = 6÷ 3
2 = 2

Observaciones:

1. Las propiedades anteriores valen sólo cuando las ráıces
existen en los reales, es decir, no valen para ráıces pares
de números negativos.

2. Para todo a ∈ IR, con a > 0 y r ∈ IQ (r = m
n con n ∈ IN

y m ∈ ZZ), se puede definir la potencia con exponente
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racional cuando la base es un número real positivo:

n
√

am = a
m
n .

En estos casos es posible, luego de escribir la radicación
como potencia de exponente racional, utilizar la propie-
dades de la potenciación.

3. No vale propiedad distributiva de la ráız respecto a la
adición (o sustracción):

n
√

a + b 6= n
√

a + n
√

b y n
√

a− b 6= n
√

a− n
√

b

Ejemplos:
√

9 + 16 6=
√

9 +
√

16√
25 6= 3 + 4
5 6= 7

√
100− 64 6=

√
100−

√
64√

36 6= 10− 8
6 6= 2

1.3.6. Logaritmo

Definición

Dados dos números reales positivos a y b ∈ IR+ llamados
base y argumento, respectivamente, el logaritmo en base
a de b, que se nota loga(b), se calcula como la inversa de la
potenciación (en la base), de la siguiente manera:

argumento
↑

loga(b) = x ⇔ ax = b
↓ ↓

base logaritmo

Ejemplos:
1. log2(8) = 3, pues 23 = 8.

2. log27(9) = 2
3 , pues 27

2
3 = 9.
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Observaciones:

1. Para todo a ∈ IR+: loga(1) = 0.

2. Para todo a ∈ IR+: loga(a) = 1.

3. Los logaritmos más usados son:

Logaritmo decimal: tiene base 10 y se nota log(b) (es
decir, sin indicar la base).

Logaritmo natural (o neperiano): tiene base e =
2, 718281.... y se nota ln(x) (es decir, ln(b) = loge(b)).

Propiedades

Para a, b, c ∈ IR+ se verifican las siguientes propiedades:

Propiedad Ejemplo

Simplificación:
a) loga(ab) = b

b) aloga(b) = b

a) log5(52) = 2
b) 3log3(7) = 7

Logaritmo de
una multiplicación:

loga(b · c) = loga(b)+loga(c)

log3(3 · 9) = log3(3) + log3(9)
log3(27) = 1 + 2

3 = 3

Logaritmo de
una división:

loga

(
b

c

)
= loga(b)− loga(c)

log2

(
8
4

)
= log2(8)− log2(4)

log2(2) = 3− 2
1 = 1

Logaritmo de
una potencia:

loga(bc) = c · loga(b)

log2(43) = 3 · log2(4)
log2(64) = 3 · 2

6 = 6
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Observación: Cuando quieren calcularse logaritmos con otras
bases puede hacerse un cambio de base usando la identidad:

loga(x) =
logb(x)
logb(a)

Ejemplo: log2(5) =
ln(5)
ln(2)

=
1, 609...

0, 693...
= 2, 321....

1.3.7. Operaciones combinadas

Se resuelven respetando el siguiente orden:

1. Se realizan primero las operaciones de potencia y ráız.

2. Luego las operaciones de multiplicación y división.

3. Finalmente, las operaciones de suma y resta.

Ejemplo: 3
√
−125 + 43 ÷ (−8) + 2

√
81 =

−5 + 64÷ (−8) + 2 · 9 =
−5− 8 + 18 =
−13 + 18 = 5

Observación: En ocasiones, se introducen paréntesis, corche-
tes y llaves para indicar el orden en que deben resolverse las
operaciones. Para las operaciones que se encuentran dentro de
paréntesis, corchetes y llaves, se respeta el orden de jerarqúıa
mencionado anteriormente.
Ejemplo: {[

√
43 − (3− 4)2]2 − (−3)2} ÷ 10−

√
25 =

{[
√

64− (−1)2]2 − 9} ÷ 10− 5 =
{[8− 1]2 − 9} ÷ 10− 5 =
{72 − 9} ÷ 10− 5 =
{49− 9} ÷ 10− 5 =

40÷ 10− 5 =
4− 5 = −1
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1.3.8. Ejercitación

1. Indique con una cruz en cuál o cuáles de los conjuntos
numéricos la operación es cerrada (es decir, verifica la ley
de cierre):

IN ZZ IQ IR IC
Adición

Sustracción
Multiplicación

División
Potencia de exponente natural
Potencia de exponente entero

Radicación

2. Traduzca del lenguaje coloquial al lenguaje simbólico las
siguientes operaciones y luego resuelva:

a) La mitad de treinta.

b) El cuadrado de cuatro.

c) La ráız cúbica de mil.

d) El doble de la suma entre tres y cinco.

e) El doble de tres, aumentado en cinco.

f ) El siguiente del cuadrado de ocho.

g) El cubo del opuesto de cinco.

h) Diez veces la ráız cuadrada de cuarenta y nueve.

i) Dos tercios de cuarenta y cinco.

j ) La mitad de la cuarta parte de cien.

k) La octava parte del triple de dieciséis.

l) La diferencia entre el qúıntuplo de dos tercios y dos.

m) El cociente entre seis quintos y ocho tercios.
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3. Resuelva las siguientes operaciones combinadas:

a) 50 + {8 + 3÷ 3− [4− (16− 8)÷ 4] + 2} · 5 =

b) 3
√
−125 + 43 ÷ (−8)− 2 ·

√
81 =

c)
√
−62 + 102 − 12÷ 22 + (7− 9)4 =

d)
√

(8÷ 2− 7) · (−12)− 33 +
√

2 ·
√

2 =

e)
√

3 ·
√

27− (5− 32)3 + 8÷ 2 · (−5) =

f )

(
−

3
2

+
3
4
÷

6
4

)
·

(
−

3
4

)
+

1
5

=

g)
3

√
−1 +

7
8
−

√
−

3
4

+ 1 =

h) 4

√√√√(−2 +
3
2

)−2

÷

(
−

1
2

)2

=

4. Resuelva usando propiedades de potenciación:

a) 2−1 · 2−3 · 2−4 =

b)

(1
2

)2

·

(
1
2

)3
÷(1

2

)−1

=

c)

(1
4

)−2

· 4

÷(1
4

)−2

=

d)

(2
3

)−2

·
2
3
·

(
3
2

)−1
÷

(2
3

)−1
2

=

e)

(1
5

)−1

· 5−2 · 5−1

−2

=
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5. Resuelva usando propiedades de radicación:

a) 5
√

3
√

7 · 15
√

714 =

b) 3
√

81÷ 3
√
−24 + 3

√
−9 · 3

√
−24 =

c) 5
√

(−320)÷ 10−
√

25 · 36 +
√

80− 31 =

d)
√

(−1) · (−3) ·
√

(−2) · (2− 8) + 3
√
−125 =

6. Resuelva usando propiedades de las operaciones de po-
tenciación y radicación:

a)

(
4
9

) 1
2

·

(
4
9

)− 1
3

·

(
4
9

)− 2
3

=

b)

( 27
125

)− 2
3

− 50

− 3
2

=

c)

(
1−

75
100

)− 1
2

+

(
81
4

) 1
2

−

(
8

125

)− 1
3

=

d)

16−
3
4 +

(125
64

) 2
3

− 30


3
2


−1

=

7. Resuelva usando propiedades de logaritmo:

a) log2(4 · 16)3 =

b) log2(25 · 4) =

c) log2(8 ·
√

2) =

d) log2
3

√
16
√

2
=

e) log4

 3

√
1
4
·
√

2

 =

f ) log

[
10 ·

(
1

100
·
√

0, 1

)]2

=
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1.4. Aplicaciones

Los números y las operaciones que se pueden realizar con
ellos, tienen múltiples aplicaciones a la vida cotidiana, en espe-
cial para cuantificar (contar, medir, etc).

Repasaremos brevemente un concepto de mucha utilidad
cuando se trata de cuantificar: el porcentaje.

1.4.1. Porcentaje

Razón

La razón entre dos números reales a y b (b 6= 0), denomina-
dos antecedente y consecuente respectivamente, es el cociente:

a

b

La razón es utilizada habitualmente para comparar dichas can-
tidades.

Definición de porcentaje

El porcentaje es una razón cuyo valor es comparado con
100 como referencia; es decir, indica que porción de 100 re-
presenta dicha razón. Es decir:

x% indica
x

100
, es decir, x de cada 100

Ejemplo: Supongamos que un estudio sobre una población de
conejos dice que el 23 % de ellos padece una determinada en-
fermedad. Esto quiere decir que si el total es 100 conejos, 23 de
ellos padecen la enfermedad.
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Porcentaje de una cantidad

Cuando se habla de porcentaje de una cantidad, lo que se
indica es cuánto representa dicha cantidad en 100. Es decir:

x% de a es:
x

100
· a

Ejemplo: En un curso se sabe que aprobó el 60 % de los alumnos.
Si el número total de alumnos es 35, ¿cuántos de ellos resultaron
aprobados?.
En este caso se quiere calcular el 54 % de 35:

60 % de 35 =
60
100

· 35 = 21

Por lo tanto resultaron aprobados 21 alumnos.

Porcentaje de incremento o reducción

Cuando se habla de porcentaje de incremento (o reducción)
de una cantidad, lo que se indica es cuánto más (o menos) es
ésta respecto del valor original.

La forma de calcular cada uno es:

Porcentaje de incremento:

x% de aumento de a es: a +
x

100
· a = a ·

(
1 +

x

100

)
Porcentaje de reducción:

x% de reducción de a es: a− x

100
· a = a ·

(
1− x

100

)
Ejemplo: Supongamos que un art́ıculo que costaba $ 340 fue
rebajado un 15 % ¿cuál es el costo actual?.
El costo actual del art́ıculo, aplicado el 15 %de reducción será:

340− x

100
· 340 = 340 ·

(
1− 15

100

)
= 340 · 0, 85 = 289

Luego del descuento, el art́ıculo costará $ 289.
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1.4.2. Ejercitación

1. Una persona compró de contado un producto que costaba
$ 350 (precio de lista). Por las caracteŕısticas de la ope-
ración (pago contado) le otorgaron un descuento del 7%.
¿Cuánto es lo que realmente pagó?

2. Jorge pidió un crédito por $ 1500. Lo devolveŕıa en 18
cuotas de $ 194. ¿que porcentaje de interés pagaŕıa al
terminar de pagar las cuotas? ¿Qué monto representa?

3. El 30 % de los alumnos ingresantes a cierta carrera, no
han completado la documentación correspondiente a su
matriculación. Sabiendo que los alumnos que han regu-
larizado el trámite de inscripción/matriculación son 350,
determinar la cantidad total de alumnos ingresantes a la
carrera referida.

4. El 15 % de los alumnos ingresantes a la Universidad ya
han iniciado carreras universitarias en otras instituciones.
De ellos, el 25 % completó el primer año de cursadas en
las mismas.

a) ¿Que porcentaje del total de los alumnos inscriptos
representan los que han completado un año de estu-
dios en otras instituciones?

b) Sabiendo que los alumnos que comenzaron estudios
en otras universidades son 24, determinar la canti-
dad de alumnos ingresantes.

5. Un comerciante compra un objeto a $ 150. Lo pone a la
venta incrementando este valor un 30 %. Posteriormen-
te rebaja éste último valor en un 20 %. ¿Por cuánto lo
vendió finalmente? ¿Qué porcentaje de beneficio obtuvo?



Caṕıtulo 2

Expresiones algebraicas

En aritmética, las cantidades se representan mediante núme-
ros con valores determinados, en cambio, en álgebra, las canti-
dades se representan mediante letras, que pueden tomar cual-
quier valor que se les asigne.

Si bien la aritmética surgió de la necesidad que teńıan los
pueblos primitivos de medir el tiempo y contar sus posesio-
nes, el origen del álgebra es muy posterior. La utilización de
letras dentro del ambiente matemático es muy antigua, ya que
los griegos y romanos las utilizaban para representar números
bien determinados. Sin embargo, el álgebra surge cuando los
matemáticos empiezan a interesarse por las operaciones que se
pueden hacer con cualquier número, más que por los mismos
números. El gran desarrollo experimentado por el álgebra se
debió, sobre todo, a los matemáticos árabes y, muy en particu-
lar, a Al-Khowarizmi (Siglo IX d.C.). El libro “Kitab al-jabr wa
al-muqabalah” fue su obra más importante y parte de su t́ıtulo
dio nombre a esta rama de la matemática.

En este caṕıtulo, se presentan los distintos tipos de expre-
siones algebraicas con que se trabaja usualmente y cómo operar
con ellas.

53
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2.1. Conceptos básicos

2.1.1. Definiciones

Una expresión algebraica es una expresión en la que se
relacionan letras con constantes (números reales), vincu-
ladas entre śı por un número finito de operaciones de adi-
ción, sustracción, multiplicación, división, potenciación y
radicación.

Ejemplos: x2 + 2xy;
√

2a + a2b3 y
nm− 2m

n2 + 1
.

Se llaman variables a las letras que figuran en las ex-
presiones algebraicas. Dichas letras se utilizan para re-
presentar números reales en general, es decir, pueden ser
reemplazadas por cualquier número real.

Si en una expresión algebraica se sustituyen las variables
por números fijos y se realizan las operaciones indicadas
se obtiene un valor numérico de la expresión algebraica
para los valores de las variables dados.

Ejemplo: El valor numérico de la expresión algebraica a2−
2ax + 4 en a = 2 y x = 3 es −4 pues:

22 − 2 · 2 · 3 + 4 = 4− 12 + 4 = −4

2.1.2. Clases

Existen tres tipos de expresiones algebraicas:

Expresión Algebraica Entera: cuando las variables
están afectadas sólo por operaciones de suma, resta, mul-
tiplicación y potencia natural.

Ejemplo: a2 + 3ab4 + b5.
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Expresión Algebraica Fraccionaria: cuando alguna
variable figura en el denominador de una fracción o tiene
potencia entera negativa.

Ejemplo:
x2 + xy2

2y2 + 1
− 3.

Expresiones Algebraicas Irracionales: cuando las va-
riables están afectadas por operaciones de radicación.

Ejemplo:
√

x + 2xy.

2.1.3. Ejercitación

1. Escriba expresiones algebraicas con una variable, que re-
presenten la situación planteada:

a) Tres números enteros consecutivos.
b) El producto de dos enteros pares consecutivos.
c) Un número entero menos la mitad de dicho número.
d) El doble de un número más el cuadrado de dicho

número, menos un tercio de la suma anterior.
e) Un quinto de un número entero, más la mitad de su

cuadrado disminuido en dos unidades.

2. En cada una de las siguientes expresiones, determine el
valor numérico correspondiente.

a) −2x2 + ax− b, si x = −3; a = −2; b = −7.

b) 3x3 +
ax

c
+ 3, si x = −1; a = 49; c = 7.

c)
3
5
x3y2z, si x = −

1
2
; y = −

3
4
; z =

5
3
.

d) 3
√

xy−2z, si x = −8; y = 2; z =
1
4
.
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2.2. Expresiones algebraicas enteras

2.2.1. Clases

Una expresión algebraica entera puede clasificarse según el
número de términos que tenga:

Un monomio es una expresión algebraica en que las úni-
cas operaciones entre las variables son el producto y la
potencia de exponente natural. Se llama coeficiente de
un monomio al número que aparece multiplicando a las
variables.

Ejemplos: 3ax (con coeficiente 3), −2xy2 (con coeficiente
−2) y 8ab3x (con coeficiente 8).

Un binomio es la suma o resta de dos monomios.

Ejemplos: 3x2 + 2x; a3 − 5b.

Un trinomio es la suma o resta de tres monomios.

Ejemplos: 3x2 + 2x− 5; a3 − 5b + ab.

Un polinomio es la suma o resta de cualquier número
de monomios.

Ejemplos: 3x2 + 2x; a3 − 5b + 3− ab + b5.

2.2.2. Operaciones

Para operar con expresiones algebraicas enteras, se utilizan
las propiedades vistas para las operaciones con números reales.

Adición y sustracción

Se efectúa la adición o sustracción de monomios semejantes
(aquellos en los que aparecen las mismas variables con idénticos
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exponentes) y el resultado es otro monomio semejante a ellos,
que tiene por coeficiente la suma o diferencia, según el caso,
de los coeficientes de los monomios involucrados. Cuando los
monomios no son semejantes, la adición o sustracción queda
indicada.

Ejemplo: Calcule 2bx3 − x + bx3 + 3bx3 + 2x.
Se agrupan los monomios semejantes y luego se suman los co-
eficientes:

2bx3 − x + bx3 + 3bx3 + 2x =

= (2bx3 + bx3 + 3bx3) + (−x + 2x) =

= (2 + 1 + 3)bx3 + (−1 + 2)x = 6bx3 + x

Multiplicación de monomios

El resultado es un monomio cuyo coeficiente es el producto
de los coeficientes de los monomios, y, los exponentes de cada
variable se obtienen sumando los exponentes correspondientes
(aplicando propiedad: an · am = an+m).

Ejemplo: Calcule 4ax4y3 · x2y · 3ab2y3.

4ax4y3 · x2y · 3ab2y3 = (4 · 1 · 3)a(1+1)b2x(4+2)y(3+1+3) =

= 12a2b2x6y7

Multiplicación de polinomios

Se aplica la propiedad distributiva de la multiplicación res-
pecto a la adición (o sustracción):

a · (b + c) = a · b + a · c y a · (b− c) = a · b− a · c
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Ejemplo: Calcule (x2 + 2y2) · (3x2 − y2 + 3).

(x2 + 2y2) · (3x2 − y2 + 3) =

= x2 · (3x2 − y2 + 3) + 2y2 · (3x2 − y2 + 3) =

= (3x4 − x2y2 + 3x2) + (6x2y2 − 2y4 + 6y2) =

= 3x4 + 3x2 + (6x2y2 − x2y2)− 2y4 + 6y2 =

= 3x4 + 3x2 + 5x2y2 − 2y4 + 6y2

Observación: existen algunas multiplicaciones especiales que
son las siguientes,

Cuadrado de un binomio:

• (a + b)2 = a2 + 2ab + b2.

• (a− b)2 = a2 − 2ab + b2.

Cubo de un binomio:

• (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3b2a + b3.

• (a− b)3 = a3 − 3a2b + 3b2a− b3.

Multiplicación de expresiones conjugadas:

(a + b) · (a− b) = a2 − b2

División de monomios

El resultado es un monomio cuyo coeficiente es el cociente
de los coeficientes de los monomios, y, los exponentes de cada
variable se obtienen restando los exponentes correspondientes
(aplicando propiedad: an ÷ am = an−m).

Ejemplo: Calcule 4ax4y3 ÷ 2x2y.

4ax4y3 ÷ 2x2y = (4÷ 2)ax(4−2)y(3−1) = 2ax2y2
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2.2.3. Factorización

Factorizar una expresión es escribirla como producto de fac-
tores. Los casos de factorización más frecuentes son:

Factor común

Consiste en la aplicación de la propiedad distributiva de la
multiplicación con respecto a la adición o sustracción: a · (b ∓
c) = a · b∓ a · c. Es decir, el factor que se repite en los distintos
términos, se “extrae” multiplicando.

Ejemplos: Factorización de la expresión dada:

1. xy − 2x2 = x(y − 2x).

2. 25x2y2 + 10x3 − 15x5 = 5x2(5y2 + 2x− 3x3).

Factor común en grupos

Se puede aplicar cuando la expresión tiene un número par
de términos, en los casos que es posible realizar una “agrupa-
ción conveniente”. Se agrupan los términos que tienen algún
factor común (en grupos de igual número de términos) y se
aplica el caso anterior.

Ejemplos: Factorización de la expresión dada:

1. ax + bx + ay + by = (ax + bx) + (ay + by) =
= x(a + b) + y(a + b) = (a + b)(x + y)

2. 15mx + 6m + xy − 2x− 5x2 − 3my =
= (15mx + 6m− 3my) + (xy − 2x− 5x2) =
= 3m(5x + 2− y)− x(−y + 2 + 5x) =
= (5x + 2− y)(3m− x)
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Factorización por fórmulas notables

Para factorizar algunas expresiones algebraicas se utilizan
ciertas identidades, que denominaremos fórmulas notables. Ellas
son:

Diferencia de cuadrados: a2 − b2 = (a− b)(a + b).

Trinomio cuadrado perfecto:

• a2 + 2ab + b2 = (a + b)2.

• a2 − 2ab + b2 = (a− b)2.

Cuatrinomio cubo perfecto:

• a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 = (a + b)3.

• a3 − 3a2b + 3ab2 − b3 = (a− b)3.

Ejemplos: Factorización de la expresión dada:

1. x4 − 16 = (x2)2 − 42 = (x2 − 4)(x2 + 4) =
= (x2 − 22)(x2 + 4) = (x− 2)(x + 2)(x2 + 4)

2. 9m2 − 6m + 1 = 32m2 − 2 · 3m + 1 =
= (3m)2 − 2(3m)1 + 12 = (3m− 1)2

3. m6 + 6m4n + 12m2n2 + 8n3 =
= (m2)3 + 3 · 2(m2)2n + 3 · 22m2n2 + 23n3 =
= (m2)3 + 3(m2)2(2n) + 3m2(2n)2 + (2n)3 =
= (m2 + 2n)3
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2.2.4. Ejercitación

1. Realice las adiciones y sustracciones indicadas:

a) 4a3 −
a3

2
+ a3

b) −4xy3 − 5xy3 +
√

2xy3

c)
5
4
ab−

2
3
ab +

1
5
ab

d) −11x2y2 + x2y2 +
3
4
x2y2 −

1
3
x2y2

e) −3xy2 + x2y −
1
2
xy2 +

2
2
x2y

f ) a3 − a2 + a− 1 + a2 − a + 1

2. Realice las multiplicaciones indicadas:

a) (3x2)(−x3y)(−a2x)

b)

(
−

1
2
x2y

)(
−

3
5
xy2

)(
10
3

x3a

)
c) (2a)5(−a2)(−3a3)(4a)

d) (am)(2ab)(−3a2bn)

3. Efectúe las siguientes divisiones:

a) (6a4 + a3 − 15a2)÷ 2a2

b) (12x2y − 3xy2 − 8x2y2)÷ 3xy

c) (3a4 + 4a3b− 31a2b2 − 56ab3)÷ 3a

4. Realice las operaciones indicadas en cada una de las si-
guientes expresiones, reduciendo a términos semejantes:

a) 5a2 + 3c− 5a(a− c)
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b)
d

2
+ b +

2
3
db− 7d(3 + 2b)

c) abc + 2ab2 − 7bc + a2b− 2a(bc + b3)

d) 15y3 + 3y − 15y3 + y(y − 3)

e)
12
5

xy +
6
15

x−
14
5

x(x + y)

f ) 3x(2x2 − xy) + x− x(x + 5xy)

5. Factorice las siguientes expresiones:

a) 9a2 − 6ab + b2

b) a2 − 4b2

c) 2ax + 2bx− ay + 5a− by + 5b

d) 4x10 + 12x5y2m + 9y4m2

e) 8a3 + 36a2b + 54ab2 + 27b3

f )
1
9
n2y4m6 −

4
25

a2b6

g) a10 − a8 − a6 + a4

h) m2 + 2mb + b2

i) x5 − x4 + x− 1

j ) 2xy − 6y + xz − 3z

k) 8a3 − 12a2 + 6a− 1

l) c4 − 4a4

m) (m + n)2 − 6(m + n) + 9

n) 16a2 − 24ab + 9b2

ñ) x2 − a2 + 2xy + y2 + 2ab− b2

o) 1− a2b4
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2.3. Polinomios en una variable

2.3.1. Introducción

Al plantear en términos matemáticos problemas de distintas
áreas (economı́a, f́ısica, ingenieŕıa, bioloǵıa, etc.) suelen apare-
cer expresiones algebraicas llamadas polinomios. Un polinomio
es una expresión que se construye por una o más variables,
usando solamente las operaciones de adición, sustracción, mul-
tiplicación y exponentes numéricos positivos. Una cuestión de
gran interés es tratar de determinar los ceros (ráıces) de los
polinomios, es decir valores para los cuales se anulan. Muchas
veces es posible traducir de alguna manera el problema original
a hallar ceros de ciertos polinomios.

Debido a su estructura simple, los polinomios tienen múlti-
ples usos. En análisis numérico, para analizar otras funciones
reales más complejas, se estudian polinomios “que aproximan”
a la función original (por ejemplo, la máquina diferencial de
Charles Babbage fue diseñada para crear valores de funciones
logaŕıtmicas y diferenciales, evaluando aproximaciones polino-
miales). En álgebra lineal el polinomio caracteŕıstico de una
matriz cuadrada codifica muchas propiedades importantes de
la matriz. En teoŕıa de los grafos el polinomio cromático de un
grafo codifica las distintas maneras de colorear los vértices del
grafo usando x colores.

La determinación de las ráıces de los polinomios, está entre
los problemas más viejos de la matemática. Se conocen fórmulas
cerradas para el cálculo de ráıces de polinomios de hasta cuarto
grado desde el siglo XVI (Gerolamo Cardano, Niccolo Fontana
Tartaglia). Pero las fórmulas para polinomios de quinto grado
fueron esquivas para los investigadores durante un tiempo pro-
longado. En 1824, Niels Henrik Abel demostró que no puede
haber fórmulas generales para los polinomios de grado 5 o ma-
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yores en términos de sus coeficientes (teorema de Abel-Ruffini).
Este resultado marcó el comienzo de la teoŕıa de Galois que se
encarga de un estudio detallado de las relaciones entre las ráıces
de los polinomios.

Generalmente, para las aplicaciones se trata de encontrar
ceros reales de los polinomios. Más aún, debido a la estructura
de los números con los cuales trabajan las computadoras, los ce-
ros que suelen buscarse son números racionales que aproximan
suficientemente a una verdadera ráız del polinomio.

2.3.2. Definiciones

Un polinomio en una variable con coeficientes reales es
una expresión de la forma:

p(x) = an.xn + an−1.x
n−1 + ... + a2.x

2 + a1.x + a0,

donde:

• an, an−1, ..., a2, a1, a0 son números reales llamados
coeficientes del polinomio.

• n es un número entero no negativo (puede ser cero)
llamado grado del polinomio (si an 6= 0), y se nota
gr(p(x)) = n.

• x es la variable del polinomio.

El coeficiente an debe ser distinto de cero y se llama coe-
ficiente principal. Si el coeficiente principal es 1 se dice
que el polinomio es mónico.

El coeficiente a0 se llama término independiente.

Si el polinomio está escrito de forma que figuran todos
los coeficientes (incluso los nulos) y con exponentes de
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la variable en orden creciente, se dice que está en for-
ma completa creciente. Análogamente, si figuran to-
dos los coeficientes (incluso los nulos) y los exponentes de
la variable están en orden decreciente, se dice que está en
forma completa decreciente.

Ejemplo: Consideremos el polinomio p(x) = x2 + 7x5 + 4x.

El grado del polinomio es: gr(p(x)) = 5.

El coeficiente principal es: 7.

El término independiente es: 0.

La forma completa creciente del polinomio es:

p(x) = 0 + 4x + x2 + 0x3 + 0x4 + 7x5.

La forma completa decreciente del polinomio es:

p(x) = 7x5 + 0x4 + 0x3 + x2 + 4x + 0.

2.3.3. Operaciones

Consideremos dos polinomios:

p(x) = an.xn + an−1.x
n−1 + ... + a2.x

2 + a1.x + a0

q(x) = bm.xm + bm−1.x
m−1 + ... + b2.x

2 + b1.x + b0.

Igualdad de polinomios

Dos polinomios son iguales si y sólo si tienen el mismo
grado y sus coeficientes coinciden. Es decir:

p(x) = q(x) ⇔ n = m y an = bn, ..., a1 = b1, a0 = b0
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Ejemplo: Halla números reales a, b y c tales que el polinomio
p(x) = 3(x2 − 5) + 1 sea igual a q(x) = ax2 + (b− 2)x + c.

Luego p(x) = q(x) si y sólo si 3x2−15+1 = ax2+(b−2)x+c.
Igualando los coeficientes obtenemos:

Coef. de x2 : 3 = a
Coef. de x : 0 = b− 2
Término indep. : −14 = c

y resolviendo...


a = 3
b = 2
c = −14

Luego, los polinomios p(x) y q(x) son iguales si a = 3, b = 2 y
c = −14.

Adición de polinomios

La adición de dos polinomio se realiza sumando los coefi-
cientes que corresponden a la misma potencia de la variable.
Es decir:

p(x) + q(x) = (an + bn).xn + ... + (a1 + b1).x + (a0 + b0)

Observaciones:

1. Se verifica que gr(p(x)+q(x)) ≤ max(gr(p(x)), gr(q(x))).

2. La sustracción de polinomio puede efectuarse como una
suma, considerando p(x)− q(x) = p(x) + (−q(x)), donde
−q(x) tiene los mismos coeficientes que el polinomio q(x)
pero con signo contrario.

3. Para efectuar la adición es conveniente escribir los polino-
mios en forma completa y escribirlos uno debajo del otro
colocando los coeficientes que corresponden a la misma
potencia de la variable alineados.

Ejemplo: Halla p(x) + q(x) y p(x) − q(x) para los polinomios:
p(x) = 2x2 + 3 y q(x) = x + 3x2 + 5.
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Calculamos la suma:

p(x) = 2x2 + 0x + 3
+q(x) = 3x2 + x + 5

p(x) + q(x) = 5x2 + x + 8

Calculamos la diferencia:

p(x) = 2x2 + 0x + 3
−q(x) = −3x2 − x − 5

p(x)− q(x) = −x2 − x − 2

Multiplicación de una constante por un polinomio

La multiplicación de una constante por un polinomio se
realiza aplicando propiedad distributiva de la multiplicación
respecto a la adición (o sustracción), es decir, multiplicando
cada coeficiente del polinomio por la constante. Es decir:

c.p(x) = c.an.xn + c.an−1.x
n−1 + ... + c.a2.x

2 + c.a1.x + c.a0

Ejemplo: Calcula 3.p(x) para p(x) = 5x2 + 6x− x3.
Aplicando propiedad distributiva:

3.p(x) = 3.(5x2 + 6x− x3) = 15x2 + 18x− 3x3

Multiplicación de dos polinomios

La multiplicación de dos polinomios se realiza aplicando
propiedad distributiva.
Ejemplo: Halla p(x).q(x) para p(x) = 3x3 + x + 5 y q(x) =
2x2 + 3.

p(x) · q(x) = (3x3 + x + 5) · (2x2 + 3) =

= 3x3 · 2x2 + 3x3 · 3 + x · 2x2 + x · 3 + 5 · 2x2 + 5 · 3 =
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= 6x5 + 9x3 + 2x3 + 3x + 10x2 + 15 =

= 6x5 + 11x3 + 10x2 + 3x + 15

Observaciones:

1. Si p(x).q(x) 6= 0, entonces

gr(p(x).q(x)) = gr(p(x)) + gr(q(x)).

2. La potencia de polinomios se define de la siguiente
manera:

Si p(x) 6= 0 entonces: p(x)0 = 1.

Para todo n ∈ IN: p(x)n = p(x).p(x)....p(x)︸ ︷︷ ︸
n veces

.

3. También puede realizarse la multiplicación escribiendo los
polinomios en forma completa, uno debajo del otro (re-
sulta útil colocar en primer lugar el polinomio que tiene
mayor potencia) y luego aplicar el algoritmo usado para
multiplicar números.

Ejemplo: Halla p(x)2 si p(x) = x2 − x− 2.
Por la definición, p(x)2 = p(x).p(x). Efectuamos entonces la
multiplicación:

p(x) = x2 − x − 2
×p(x) = x2 − x − 2

− 2x2 + 2x + 4
− x3 + x2 + 2x

x4 − x3 − 2x2

p(x)2 = x4 − 2x3 − 3x2 + 4x + 4
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División de polinomios

Dados dos polinomios p(x), llamado dividendo, y q(x), lla-
mado divisor, tal que q(x) 6= 0 y gr(q(x)) ≤ gr(p(x)), entonces
existen dos únicos polinomios c(x), llamado cociente y r(x),
llamado resto tales que:

p(x) = q(x).c(x) + r(x),

y además, r(x) = 0 ó gr(r(x)) < gr(q(x)).
Observación: Si el resto de dividir p(x) por q(x) es r(x) = 0,
se dice que el polinomio q(x) divide a p(x), ó que p(x) es
divisible por q(x). En este caso el polinomio p(x) se puede
expresar como un producto de q(x) por el cociente c(x), es
decir,

p(x) = q(x).c(x).

Ejemplo: Halla el cociente y el resto de dividir el polinomio
p(x) = 4x5−3x3 +x+1 por el polinomio q(x) = 2x3 +x2 +3x.
Efectuamos la división aplicando el algoritmo de la división
usado para división de números enteros:

4x5 +0x4 −3x3 +0x2 +x +1 | 2x3 + x2 + 3x
− 2x2 − x− 44x5 +2x4 +6x3 +0x2

...
...

0x5 −2x4 −9x3 +0x2 +x +1
− −2x4 −x3 −3x2 +0x

...
0x4 −8x3 +3x2 +x +1

− −8x3 −4x2 −12x +0
0x3 +7x2 +12x +1

El cociente de dividir p(x) por q(x) es c(x) = 2x2 − x− 4 y
el resto es r(x) = 7x2 + 12x + 1.



70 Tatiana Gibelli

División por un polinomio de grado 1

El cociente c(x) y el resto r(x) de dividir p(x) por el poli-
nomio q(x) = x− a se puede calcular por la Regla de Ruffini.

Regla de Ruffini: Se construye una tabla de tres filas y
n+2 columnas (donde n es el grado del polinomio p(x)). En la
primer fila, comenzando por la segunda columna, se colocan los
coeficientes del polinomio p(x) en forma completa y decrecien-
te. En la segunda fila y primer columna se coloca el número
a (inverso del término independiente del polinomio q(x)). El
primer coeficiente del polinomio p(x) se escribe en la tercer fila
y segunda columna. Luego se van completando la segunda y
tercer fila de la siguiente manera:

Se multiplica el elemento que se colocó anteriormente en
la última fila por el número a y se coloca el resultado en
la siguiente columna de la segunda fila.

Se suman los números de la primer y segunda fila que
corresponden a la misma columna y se coloca el resultado
en la misma columna de la tercer fila.

Se reitera el proceso anterior hasta completar la tabla.

an an−1 . . . a2 a1 a0

a a.an

an︸︷︷︸
cn−1

an−1 + a.an︸ ︷︷ ︸
cn−2

. . . . . . . . .︸︷︷︸
c0

. . .︸︷︷︸
resto

Luego:

el cociente es: c(x) = cn−1.x
n−1 + .... + c1.x + c0.

el resto es: r(x) = k, donde k es el último número obte-
nido (tercer fila, última columna).
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Observación: El resto r(x) de dividir p(x) por el polinomio
q(x) = x − a también puede obtenerse utilizando el Teorema
del resto.

Teorema del resto: El resto r(x) de dividir un polinomio
p(x) por otro de la forma q(x) = x− a es r(x) = p(a).

Ejemplos:

1. Halla cociente y resto de dividir p(x) = −x4 + 7x3 − 4x2

por q(x) = x− 3.

Aplicando regla de Ruffini:

−1 7 −4 0 0
3 −3 12 24 72

−1 4 8 24 72

Luego, cociente es c(x) = −x3 + 4x2 + 8x + 24 y el resto
es r(x) = 72.

Podemos verificar cuál es el resto aplicando Teorema del
resto:

r(x) = p(3) = −(3)4+7(3)3−4(3)2 = −81+189−36 = 72

2. Halla k ∈ IR tal que p(x) = x3 +kx2−2x+6 sea divisible
por q(x) = x− 3.

Para que p(x) sea divisible por q(x) = x− 3 el resto de la
división debe ser 0. Aplicando Teorema del resto:

r(x) = p(3) = (3)3 + k(3)2 − 2 · 3 + 6 = 27 + 9k

Luego, el resto es nulo si r(x) = 27 + 9k = 0 y por lo
tanto k = −3.
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2.3.4. Ráıces

Definiciones

Un número r es una ráız del polinomio p(x) si verifica
que p(r) = 0.
Observación: Por Teorema del Resto, p(r) es el resto de
dividir el polinomio p(x) por q(x) = x− r. Por lo tanto r
es ráız si el resto de dividir p(x) por q(x) = x− r es nulo
(r(x) = p(r) = 0). Es decir, r es ráız de p(x) si se verifica
que q(x) = x− r divide a p(x) (o equivalentemente, p(x)
es divisible por q(x) = x− r), y por lo tanto:

p(x) = (x− r).c(x),

donde c(x) es el cociente de dividir p(x) por q(x) = x−r.
Por lo tanto, valen las siguientes equivalencias:

r es ráız de p(x) ⇔ p(r) = 0 ⇔

⇔ q(x) = x− r divide a p(x) ⇔

⇔ p(x) es divisible por q(x) = x− r ⇔

⇔ p(x) = (x− r).c(x)

Un número r es una ráız con orden de multiplicidad
k (k ∈ IN) del polinomio p(x) si se verifican:

1. (x− r)k divide a p(x), es decir: p(x) = (x− r)kc(x).

2. (x− r)k+1 no divide a p(x).

Número de ráıces de un polinomio

El Teorema Fundamental del Álgebra se refiere a la relación
entre el número de ráıces y el grado del polinomio.
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Teorema Fundamental del Álgebra: Un polinomio con
coeficientes reales de grado n tiene exactamente n ráıces reales
y/o complejas (contando cada ráız tantas veces como su orden
de multiplicidad).

Observación: Para hallar el orden de multiplicidad de una ráız
se puede aplicar reiteradamente la Regla de Ruffini hasta que
el resto sea no nulo.

Ejemplo: Verifica si los números a = 2 y b = 1 son ráıces
de p(x) = x5 − 4x3 − 8x2 + 32, y en caso afirmativo halla la
multiplicidad.

Probamos si a = 2 es ráız calculando p(a):

p(a) = p(2) = 25−4 ·23−8 ·22+32 = 32−32−32+32 = 0

Por lo tanto a = 2 es ráız de p(x). Calculamos el orden de
multiplicidad aplicando reiteradamente Regla de Ruffini
hasta obtener resto no nulo:

1 0 −4 −8 0 32
2 2 4 0 −16 −32

1 2 0 −8 −16 0
2 2 8 16 16

1 4 8 8 0
2 2 12 40

1 6 20 48

Luego a = 2 es ráız doble (ya que el resto al aplicar Regla
de Ruffini la tercera vez es no nulo).

Probamos si b = 1 es ráız calculando p(1):

p(b) = p(1) = 15−4·13−8·12+32 = 1−4−8+32 = 21 6= 0

Por lo tanto b = 1 no es ráız de p(x).
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Factorización

Dado un polinomio p(x) de grado n con coeficiente principal
an, si se conocen todas sus ráıces r1, r2,...., rn, se puede escribir
el polinomio en forma factorizada de la siguiente manera:

p(x) = an.(x− r1).(x− r2).....(x− rn)

Observación: Si la ráız r del polinomio p(x) tiene orden de mul-
tiplicidad k, el factor correspondiente a dicha ráız es (x− r)k.

Ejemplos:

1. Dado el polinomio p(x) = 2x4 − 4x3 − 40x2 + 132x− 90,
halla la forma factorizada sabiendo que sus ráıces son: 1
(ráız simple), 3 (ráız doble) y −5 (ráız simple).
Como se conocen las ráıces y el coeficiente principal, la
forma factorizada es:

p(x) = 2(x−1)(x−3)(x−3)(x+5) = 2(x−1)(x−3)2(x+5)

2. Dado el polinomio p(x) = 5.x.(x − 2)3.(x + 1).(x − 3)2

halla las ráıces y su orden de multiplicidad.
En este caso el polinomio está factorizado, por lo tanto,
de cada factor podemos determinar las ráıces y el orden
de multiplicidad. Las ráıces son:

x = 0 con orden de multiplicidad 1.

x = 2 con orden de multiplicidad 3.

x = −1 con orden de multiplicidad 1.

x = 3 con orden de multiplicidad 2.
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Cálculo de ráıces

Veremos cómo obtener las ráıces en algunas casos especiales:

1. Polinomio de grado 1: p(x) = ax + b.
La ráız r de este polinomio es

r = − b

a
,

pues ese es el valor real en que se anula el polinomio.
Ejemplo: Halla la ráız de p(x) = 2x + 3.
En este caso la ráız es:

r = −3
2

2. Polinomio de grado 2: p(x) = ax2 + bx + c.
Las ráıces se obtienen utilizando la fórmula de resolu-
ción cuadrática:

r1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

El número D = b2 − 4ac (que aparece en la fórmula co-
mo radicando) se llama “discriminante”. De acuerdo al
valor del discriminante podemos determinar la cantidad
de ráıces del polinomio cuadrático:

Si D > 0, el polinomio tiene dos ráıces reales.

Si D = 0, el polinomio tiene una ráız real de or-
den dos (ráız doble).

Si D < 0, el polinomio tiene dos ráıces complejas
conjugadas.

Ejemplos:
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a) Halla las ráıces del polinomio p(x) = 3x2 + 3x− 6.
Resolviendo con la fórmula de resolución cuadrática
(a = 3, b = 3 y c = −6):

r1,2 =
−3±

√
32 − 4 · 3 · (−6)

2 · 3
=

{
−3+

√
81

6 = 1
−3−

√
81

6 = −2
.

Por lo tanto, las ráıces del polinomio son r1 = 1 y
r2 = −2.

b) Halla las ráıces del polinomio p(x) = x2 + 2x + 1.
Resolviendo con la fórmula de resolución cuadrática
(a = 1, b = 2 y c = 1):

r1,2 =
−2±

√
22 − 4 · 1 · 1
2 · 1

=
−2±

√
0

2
=
−2
2

= −1.

Por lo tanto, la única ráız (doble) del polinomio es
r1 = −1.

c) Halla las ráıces del polinomio p(x) = x2 − 4x + 5.
Resolviendo con la fórmula de resolución cuadrática
(a = 1, b = −4 y c = 5):

r1,2 =
4±

√
(−4)2 − 4 · 1 · 5

2 · 1
=

4±
√
−4

2
= 2± 2i.

Por lo tanto, las ráıces del polinomio son r1 = 2 + i
y r2 = 2− i.

3. Polinomio bicuadrado: p(x) = ax4 + bx2 + c.
Las ráıces se obtienen utilizando una sustitución (o cam-
bio de variable) para poder expresar el polinomio dado
como un polinomio cuadrático (de grado 2). Se procede
de la siguiente manera:

a) Se usa la sustitución t = x2 en p(x):

p(x) = ax4 +bx2 +c = a(x2)2 +bx2 +c = at2 +bt+c
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b) Se obtiene las ráıces del polinomio p(t) = at2 +bt+c
con la fórmula de resolución cuadrática, obteniendo
los valores t1 y t2.

c) Se usa nuevamente la sustitución t = x2 para hallar
las ráıces:

x2 = t1 entonces: x = ±
√

t1.
x2 = t2 entonces: x = ±

√
t2.

Por lo tanto, las ráıces del polinomio p(x) son x =√
t1, x = −

√
t1, x =

√
t2 y x = −

√
t2.

Ejemplo: Halla las ráıces del polinomio p(x) = 3x4+3x2−
6.
Usando la sustitución t = x2 obtenemos el polinomio:
p(t) = 3t2 + 3t− 6.
En el ejemplo anterior vimos que las ráıces de este po-
linomio son t1 = 1 y t2 = −2. Usando nuevamente la
sustitución t = x2 se obtienen las ráıces:

x2 = t1 = 1 entonces: x = ±
√

1 = ±1.

x2 = t2 = −2 entonces: x = ±
√
−2 = ±

√
2i.

Luego el polinomio tiene dos ráıces reales (r1 = 1 y r2 =
−1), y dos ráıces complejas (r3 =

√
2i y r2 = −

√
2i).

4. Polinomio factorizado:
Las ráıces del polinomio serán las ráıces correspondientes
a cada uno de los factores. Si la expresión no está fac-
torizada se puede factorizar previamente. Para esto debe
observarse:

a) Si se puede aplicar algún caso de factoriza-
ción: se factoriza el polinomio y luego se hallan las
ráıces de los factores.
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Ejemplo: Halla las ráıces del polinomio p(x) = 2x3−
5x2 − 6x + 15.
Aplicando los caso de factorización de factor común
por grupos y diferencia de cuadrados, el polinomio
puede expresarse:

p(x) = 2x3−5x2−6x+15 = x2(2x−5)−3(2x−5) =

= (x2 − 3)(2x− 5) = (x−
√

3)(x +
√

3)(2x− 5).

Luego, las ráıces de p(x) son las ráıces de cada factor:
r1 =

√
3, r2 = −

√
3 y r3 = 5/2.

b) Si el polinomio tiene término independiente
nulo: puede factorizarse extrayendo la variable co-
mo factor común, con la menor potencia k que apa-
rece en el polinomio: p(x) = xk.c(x). Una ráız de
este polinomio es r = 0, con orden de multiplicidad
k.

Ejemplo: Halla las ráıces del polinomio p(x) = x5 −
6x4 + 9x3.
Como el polinomio tiene término independiente nulo
puede extraerse x3 como factor común. Luego puede
aplicarse el caso de factorización trinomio cuadrado
perfecto, por lo que el polinomio puede expresarse
factorizado:

p(x) = x3(x2 − 6x + 9) = x3(x− 3)2.

Luego las ráıces de p(x) son: r1 = 0 (ráız triple) y
r2 = 3 (ráız doble).

c) Si se conoce una ráız r del polinomio p(x):
se halla el orden de multiplicidad k de la ráız, y se
expresa al polinomio factorizado:

p(x) = (x− r)k.c(x)
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Por lo tanto pueden hallarse otras ráıces obteniendo
las ráıces del cociente c(x).

Ejemplo: Halla todas las ráıces del polinomio p(x) =
3x4− 16x3 + 29x2− 20x + 4, sabiendo que 2 es ráız.
Aplicamos Regla de Ruffini para hallar el orden de
multiplicidad y obtener el cociente:

3 −16 29 −20 4
2 6 −20 18 −4

3 −10 9 −2 0
2 6 −8 2

3 −4 1 0
2 6 4

3 2 5

Por lo tanto, r = 2 es ráız doble del polinomio p(x),
que puede expresarse factorizado:

p(x) = (x− 2)2(3x2 − 4x + 1)

Luego, las restantes ráıces de p(x) son las ráıces del
cociente c(x) = 3x2 − 4x + 1 que se obtienen apli-
cando la fórmula de resolución cuadrática:

r1,2 =
4±

√
42 − 4 · 3 · 1
2 · 3

=
4±

√
4

6
=

4± 2
6

.

Luego, r1 = 1 y r2 = 1/3.
Por lo tanto las ráıces de p(x) son r = 2 (doble),
r1 = 1 (simple) y r2 = 1/3 (simple). El polinomio
puede expresarse factorizado en forma completa:

p(x) = 3(x− 2)2(x− 1)(x− 1/3).
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d) Si se sabe que el polinomio p(x) es divisible
por otro polinomio q(x): se efectúa la división y
se expresa el polinomio factorizado como el producto
de q(x) por el cociente c(x), es decir,

p(x) = q(x).c(x).

Luego se hallan las ráıces de los factores q(x) y c(x).

Ejemplo: Halla todas las ráıces del polinomio p(x) =
x3−2x2−x+2 sabiendo que es divisible por q(x) =
x2 − 3x + 2.
Si se efectúa la división:

x3 −2x2 −x +2 | x2 −3x +2
− x +1x3 −3x2 +2x

0x3 x2 −3x +2
− x2 −3x +2

0x2 +0x +0

Se obtiene como cociente c(x) = x+1 (y resto nulo).
Por lo tanto la factorización de p(x) es:

p(x) = (x2 − 3x + 2)(x + 1).

Luego las ráıces de p(x) son las ráıces de cada factor:
q(x) = x2 − 3x + 2 y de c(x) = x− 1.
Las ráıces de q(x) = x2− 3x + 2 son r1 = 2 y r2 = 1
(se obtienen por fórmula de resolución cuadrática):

r1,2 =
3±

√
(−3)2 − 4 · 1 · 2

2 · 1
=
{

3+1
2 = 2

3−1
2 = 1

.

La ráız de de c(x) = x− 1 es r = −1.
Por lo tanto las ráıces de p(x) son r1 = 2 r2 = 1 y
r3 = −1 (todas ráıces simples).
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2.3.5. Ejercitación

1. Indique cuáles de las siguientes expresiones son polino-
mios con coeficientes reales (para ellos indique grado, co-
eficiente principal y término independiente):

a) 1
5x2

b) 3x2 −
√

5x9 − 1
c) 5x−1 − x + 2
d) 2πx3 − π

3 x2 + 1
e) 7− 1

x

f ) −3

g) 2x + 3x+1

h) 3
√

x− 4x + x3

i) 5− 2 + 33

2. Para cada uno de los polinomios indica grado, coeficiente
principal, término independiente y escribe en forma com-
pleta decreciente:

a) p(x) = 3 + 5x5 + 6x3

b) p(x) = 2− x

c) p(x) = 0

d) p(x) = x4 + 9

e) p(x) = x2 + 1 + 4x2

f ) p(x) = 3x4

3. Escribe un polinomio como ejemplo de lo pedido en cada
caso:

a) binomio de primer grado.

b) binomio de tercer grado.

c) monomio de primer grado.

d) trinomio de quinto grado.

e) monomio de grado cero.

f ) cuatrinomio de cuarto grado.

4. Halle el valor numérico de los siguientes polinomios, en
los valores indicados:
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a) p(x) = −x3 + x2 − x + 1 si x = −1.

b) p(x) =
1
2
x4 − x2 + 2 si x = −

√
3.

c) p(x) =
√

2x2 −
√

8x− 1 si x =
√

2.

d) p(x) =
5
π
x2 − x si x = π.

5. Determine los valores reales a, b y c para que se verifique
p(x) = q(x):

a) p(x) = x3 + 5x2 − 1 y q(x) = (a + 1)x3 + bx2 + c.
b) p(x) = −x5 + 2x3 − x y q(x) = −(a + b)x5 + 2x3 +

bx4 − x + c.

6. Considerando los polinomios p(x) = x5−3x2+2x y q(x) =
−2x4 + 5x2, efectúe las siguientes operaciones indicando
el grado del polinomio resultante:

a) p(x)− q(x).

b) p(x) + 3q(x) + 5x2.

c) p(x) · q(x).

d) q(x)2.

7. Calcule, en cada caso, el cociente c(x) y el resto r(x) de
dividir el polinomio p(x) por q(x) (cuando sea posible
aplique Regla de Ruffini). Utilizando éstos resultados ex-
prese los polinomios en la forma p(x) = q(x) · c(x)+ r(x):

a) p(x) = x4 + 3x3 − 3x + 8 y q(x) = x3 − x2 + x− 1.
b) p(x) = −2x4 − 3x2 y q(x) = 2x2 + 4x− 1.
c) p(x) = x4 + 2x3 − 3x2 − 4x + 1 y q(x) = x + 1.
d) p(x) = x5 y q(x) = x− 1.

8. Halle el dividendo p(x) de una división, sabiendo que el
resto es r(x) = 3x2 + x , el cociente es c(x) = x3 y el
divisor es q(x) = x4.
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9. Al realizar la división entre (2x3+4x2−2x+a) y (x−3) se
obtuvo como resto 10. ¿Cuál es el término independiente
del dividendo?

10. Determine si el polinomio p(x) = 4x5−5x4+1 es divisible
por el polinomio q(x) = (x− 1)2.

11. Determine, sin efectuar la división, si p(x) es divisible por
q(x) (utilize teorema del resto):

a) p(x) = 2x7 + 3x6 + 18x3 + 29x + 10 y q(x) = x + 1.

b) p(x) = x3 − 2x2 + x− 2 y q(x) = x + 2.

c) p(x) = x3 − 8 y q(x) = x− 2.

d) p(x) = x2 + 5x + 6 y q(x) = x− 3.

12. Determine cuáles de los números indicados son ráıces del
polinomio dado:

a) p(x) = 3x2 + 5x− 2 y los valores x = −2, x = −1 y

x =
1
3
.

b) p(x) = −2x3 +x2−x−1 y los valores x = 2, x = −1

y x = −
1
2
.

13. Indique un polinomio de grado mı́nimo, con coeficientes
reales tal que:

a) tiene ráıces x1 = 0,x2 =
3
4
, x3 =

2
3

y x4 = −1

(doble).

b) tiene ráıces a x1 = 2, x2 = −3 y es divisible por
x2 + 4.
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c) su coeficiente principal es −3 y sus ráıces son x1 = 0,

x2 =
2
4
, x3 =

√
2 y x4 = −

√
2.

14. Halle las restantes ráıces de los polinomios dados, indi-
cando en cada caso el orden de multiplicidad:

a) p(x) = 2x5 + x4 + x2 siendo x = −1 ráız de p(x).

b) p(x) = 8x4 − 4x3 − 10x2 + 9x− 2 siendo x = 1
2 ráız

de p(x).

c) p(x) = 3x4 − 9x3 + 9x2 − 3x siendo x = 1 ráız de
p(x).

15. Para los polinomios que se indica, halle todas sus ráıces
y expréselos factorizados en IQ, IR y IC.

a) p(x) = −x3 + 2x2.

b) p(x) = x6 − x2.

c) p(x) = 3x3 − 12x.

d) p(x) = x2 − x + 1
4 .

e) p(x) = x5 − 2x3 − x2 + 2.

f ) p(x) = x4 + 2x3 + x2.

g) p(x) = x3 + 6x2 + 12x + 8.

h) p(x) = x4 − 4.

i) p(x) = 5x3 − 10x2 + 5x− 10.

j ) p(x) = −2x2 + 162.

k) p(x) = x4 + 15x2 + 36.

l) p(x) = 2x7 + 3x6 − 5x5.
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2.4. Expresiones algebraicas fraccionarias

2.4.1. Dominio

Una expresión algebraica fraccionaria es una expresión en
la forma:

A

B

donde A y B son expresiones algebraicas enteras. Una expre-
sión algebraica fraccionaria está definida para todos aquellos
valores de las variables donde la expresión del denominador no
se anula, es decir, B 6= 0. A éstos valores se les llama dominio
de la expresión algebraica.

Ejemplo: Halla el dominio de la expresión:
3ab

a− b
.

Esta expresión está definida para todos los números reales a y
b tales que el denominador a− b sea no nulo, es decir:

Dominio

(
3ab

a− b

)
= {a, b ∈ IR : a− b 6= 0}

2.4.2. Expresiones equivalentes

Dos expresiones algebraicas son equivalentes si tienen el
mismo valor numérico para iguales valores de las variables. Pero
debe observarse en el caso de expresiones algebraicas fraccio-
narias que las variables no pueden tomar valores que anulan el
denominador, es decir, que sólo pueden tomarse valores numéri-
cos para las variables pertenecientes al dominio de la expresión.
Por lo tanto, dos expresiones algebraicas equivalentes son igua-
les sólo para los valores del dominio de ambas expresiones.

En forma análoga que para fracciones de números enteros,
si al numerador y denominador de una expresión algebraica
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fraccionaria se lo multiplica (o divide) por el mismo polinomio,
se obtiene una expresión algebraica fraccionaria equivalente.

2.4.3. Simplificación

Simplificar una expresión algebraica fraccionaria es
hallar la expresión algebraica equivalente donde el numerador
y el denominador no tengan factores comunes. Para simplificar
una fracción de números enteros, se dividen el numerador y el
denominador por el máximo común divisor de ambos. Por lo
tanto, para simplificar fracciones algebraicas se debe:

1. Factorizar numerador y denominador.

2. Simplificar los factores iguales del numerador y denomi-
nador.

Observación: No se pueden simplificar términos (que están su-
mando o restando) en numerador o denominador. Sólo se puede
simplificar si se trata de factores iguales (que están multipli-
cando) en el numerador y el denominador.

Ejemplo: Simplifica:
2ab + 2a + 3b + 3

b2 − 1
(considerando b 6= ±1).

2ab + 2a + 3b + 3
b2 − 1

=
2a(b + 1) + 3(b + 1)

(b + 1)(b− 1)
=

=
(2a + 3)(b + 1)
(b + 1)(b− 1)

=
2a + 3
b− 1

2.4.4. Operaciones

Las operaciones con expresiones algebraicas fraccionarias
son equivalentes a las operaciones con fracciones de números
enteros.
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Adición y sustracción

Si las expresiones algebraicas fraccionarias de igual de-
nominador, la fracción resultante tiene el mismo de-
nominador que ambas expresiones y el numerador se
obtiene sumando (o restando) los numeradores de las
expresiones dadas. Es decir:

A

B
∓

C

B
=

A∓ C

B

Si las expresiones algebraicas fraccionarias tienen distin-
to denominador para efectuar la adición (o sustracción)
se deben expresar las fracciones dadas como otras equi-
valentes de igual denominador. Es decir:

A

B
∓

C

D
=

(M ÷B) ·A∓ (M ÷D) · C
M

,

donde M es el denominador común (múltiplo común me-
nor de B y D)que se obtiene:

• Factorizando ambos denominadores.
• Multiplicando todos los factores comunes y no comu-

nes, elegidos con el mayor exponente con que figuran
en los denominadores de las expresiones dadas.

Ejemplo: Calcula
7

x− 2
−

2x− 4
x2 − 4x + 4

.

7
x− 2

−
2x− 4

x2 − 4x + 4
=

7
x− 2

−
2x− 4

(x− 2)2
=

=
7(x− 2)− (2x− 4)

(x− 2)2
=

7x− 14− 2x + 4
(x− 2)2

=

=
5x− 10
(x− 2)2

=
5(x− 2)
(x− 2)2

=
5

x− 2
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Multiplicación

Si
A

B
y

C

D
son expresiones algebraicas fraccionarias entonces:

A

B
·
C

D
=

A · C
B ·D

Ejemplo: Calcula
x− 1
4− x2

·
x + 2
x2 − 1

.

x− 1
4− x2

·
x + 2
x2 − 1

=
(x− 1)(x + 2)

(4− x2)(x2 − 1)
=

=
(x− 1)(x + 2)

(2− x)(2 + x)(x− 1)(x + 1)
=

1
(2− x)(x + 1)

División

Si
A

B
y

C

D
son expresiones algebraicas fraccionarias entonces:

A

B
÷

C

D
=

A ·D
B · C

Ejemplo: Calcula
my + 2m− y − 2

m2 − 1
÷

y2 + 4y + 4
m + 1

.

my + 2m− y − 2
m2 − 1

÷
y2 + 4y + 4

m + 1
=

m(y + 2)− (y + 2)
(m + 1)(m− 1)

÷
(y + 2)2

m + 1
=

=
(y + 2)(m− 1)
(m + 1)(m− 1)

÷
(y + 2)2

m + 1
=

(y + 2)(m + 1)
(m + 1)(y + 2)2

=
1

(y + 2)
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2.4.5. Ejercitación

1. Simplifica las siguientes expresiones algebraicas fraccio-
narias (usando propiedades de la potenciación):

a)
72x4y3

48x2y5
=

b)
12a2b3

60a3b5x6
=

c)
147(a3)2b4c2

−63a5b8c2
=

d)
x−4yz−2

x3y−2z
=

2. Simplifica las siguientes expresiones algebraicas fraccio-
narias (factorizando previamente numerador y denomi-
nador):

a)
27(a2 − 2a)

36a
=

b)
2ax− 4bx

3ay − 6by
=

c)
16− a4

8 + 4a + 2a2 + a3
=

d)
45a2 − 30ab + 5b2

9a2 − b2
=

e)
(a + 5)2 − 25
−a4 − 10a

=

3. Realice las adiciones y sustracciones indicadas:

a)
9
x

+
5
x
−

7
x

=

b)
2x− 3
2x + 15

+
7x + 8
2x + 15

=

c)
x + 6
8x

−
2x + 5
12x

=

d)
5m− 8n

3m− 2n
+

7m + 9n

2n− 3m
−

5m− 15n

2n− 3m
=

e)
a + 2
a− 2

−
a− 2
a + 2

=
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f )
d + 1
d− 3

+
d

d + 3
−

6(d + 1)
d2 − 9

=

4. Realice las multiplicaciones indicadas:

a)
2xy4

3a3b
·
5x3y

7ab4
=

b)
3(a− b)

2x
·
− 16(a− b)

9x3
=

c)
3− 2a

2− a
·

a− 2
2a− 3

=

d)
8a

a2 − 1
·
a2 − 2a + 1
8a + 2a2

=

5. Efectúe las siguientes divisiones:

a)
35a3

18b3
÷

14ab2

9b3
=

b)
a3 + a

a2 − a
÷

a3 − a2

a2 − 2a + 1
=

c)
x4 − y4

x2 + 2xy + y2
÷

x2 + y2

x2 + 2xy + y2
=

d)

8a− 20
a2 − 4a + 4

10− 4a

4− a2

=

6. Realice las siguientes operaciones combinadas con expre-
siones algebraicas y exprese en la forma más simplificada:

a)
z

z + z−1
·
z−1

z3
=

b) y

(
x−1 + x2

x−1y−2

)
=

c)
3a2

a−
√

2b
+

6b2

√
2b− a

=

d)

(
7

3a2
−

a3 − b

a5

)
· 3a5 =

e)

a + 3
a− 3

+
a− 3
a + 3

1
a− 3

+
1

a + 3

=
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2.5. Expresiones algebraicas irracionales

2.5.1. Dominio

Una expresión algebraica es irracional cuando las variables
están afectadas por la radicación. El dominio de estas expre-
siones, son los valores de las variables para los cuáles se puede
obtener un valor numérico real de la expresión algebraica. Para
hallar el dominio de una expresión algebraica con radicales debe
tenerse en cuenta que las ráıces de ı́ndice par tienen solución
real cuando el radicando es positivo. Es decir:

n
√

a con n par, tiene solución real si a ≥ 0

Ejemplo: Halla el dominio de la expresión: 7
√

ab + 3
√

4a + 5b.
Esta expresión está definida para todos los números reales a y
b tales que el radicando de la ráız de ı́ndice par es positivo, es
decir:

Dominio
(
7
√

ab + 3
√

4a + 5b
)

= {a, b ∈ IR : ab ≥ 0}

2.5.2. Operaciones

Operar con expresiones algebraicas irracionales es equiva-
lente a operar con expresiones de números reales con radicales.
Es decir, deben respetarse las propiedades de la potenciación y
radicación.

Extracción de factores fuera del signo radical

Cuando las potencias de los factores del radicando son ma-
yores al ı́ndice de la ráız, se pueden extraer factores fuera del
signo radical (es conveniente factorizar previamente el radican-
do).
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Consideremos un factor que tiene potencia con exponente m
y esta afectado por una ráız de ı́ndice n, con m > n. Entonces
se puede realizar la división entera de m por n y obtener el
cociente c y el resto r, tal que m = n · c + r. Luego, aplicando
la propiedad de simplificación, se obtiene el factor que queda
fuera del signo radical y el que queda dentro:

n
√

am = n
√

an·c+r = n
√

(ac)n · ar = n
√

(ac)n · n
√

ar =

=
{

ac · n
√

ar si n es impar
|a|c · n

√
ar si n es par

Ejemplo: Extrae factores fuera del signo radical en 3
√

648x7t5.
Factorizamos el número 648 y obtenemos: 648 = 23 · 34. Luego:

3
√

648x7t5 = 3
√

2334x7t5 = 2 · 3 · x2 · t · 3
√

3xt2 = 6x2t
3
√

3xt2

Adición y sustracción

Se puede calcular la adición o sustracción de términos que
tienen como factor la misma expresión radical. Para identificar
si la expresión radical coincide es necesario extraer previamente
factores fuera del signo radical.

El resultado de la adición o sustracción de dos términos
que tienen como factor la misma expresión radical se obtiene
extrayendo factor común.

Cuando los términos no tienen como factor la misma expre-
sión radical la adición o sustracción queda indicada.

Ejemplo: Calcula 5
√

a− 2 5
√

a6 + 3 5
√

25a.

5
√

a−2 5
√

a6+3 5
√

25a = 5
√

a−2a 5
√

a+3·2 5
√

a = 5
√

a−2a 5
√

a+6 5
√

a =

= (1 + 6− 2a) 5
√

a = (7− 2a) 5
√

a
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Multiplicación

Podemos considerar dos casos:

Si las expresiones radicales tienen ráız con igual ı́ndice: la
multiplicación se realiza utilizando la propiedad:

n
√

a · n
√

b = n
√

a · b.

Recordemos que dicha propiedad es válida sólo si n
√

a ∈ IR
y n
√

b ∈ IR.

Si las expresiones radicales no tienen ráız con igual ı́ndice:
se deben trasformar las mismas en expresiones equivalen-
tes que tengan ráıces de igual ı́ndice. Para esto se aplica
la propiedad de amplificación:

n
√

ap = n·m√
ap·m.

Esta propiedad es válida si a > 0 o si n
√

ap ∈ IR y m es
impar.

En los casos en que se puede aplicar dicha propiedad, la
multiplicación expresiones radicales con ráıces con dife-
rente ı́ndice, se obtiene de la siguiente manera:

n
√

a · m
√

b = r
√

ar÷n · r
√

br÷m = r
√

ar÷n · br÷m.

donde r es el múltiplo común menor de n y m.

Ejemplo: Calcula 3
√

a · 4
√

a.
Observemos que la operación es válida si a > 0 (pues debe ser
4
√

a ∈ IR). Entonces, si a > 0, se busca el múltiplo común menor
entre 3 y 4 (que es 12) y se aplican propiedades:

3
√

a · 4
√

a = 3·4√
a4 · 4·3√

a3 = 12
√

a4 · 12
√

a3 = 12
√

a4 · a3 = 12
√

a7
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2.5.3. Racionalización del denominador

Dada una expresión algebraica cuyo denominador involu-
cra radicales, se llama racionalización del denominador de
dicha expresión al proceso por el cual se halla otra expresión
algebraica equivalente que no involucra radicales en el denomi-
nador.
Observación: En algunas expresiones algebraicas que involucran
radicales se puede racionalizar también el numerador, según sea
el caso y el objetivo que se desea alcanzar. El concepto y los
procedimientos que se usan para racionalizar el numerador y el
denominador de expresiones algebraicas son análogos.

Ráız n-ésima en el denominador

Para eliminar la expresión radical con ı́ndice de ráız n del
denominador se obtiene una fracción equivalente a la dada mul-
tiplicando numerador y denominador por la expresión radical
que figura en el denominador agregando al radicando una po-
tencia exponente n− 1. Luego se aplica la propiedad:

n
√

an =
{

a si n es impar
|a| si n es par

,

y se elimina la ráız en el denominador.

Ejemplos: Racionalización del denominador de cada expresión:

1.
1

2
√

z
=

1 ·
√

z

2
√

z ·
√

z
=

√
z

2
√

z2
=
√

z

2|z|
=
√

z

2z
, si z > 0.

2.
a
3
√

a
=

a · 3
√

a2

3
√

a · 3
√

a2
=

a · 3
√

a2

3
√

a3
=

a · 3
√

a2

a
= 3
√

a2
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Adición o sustracción de ráıces cuadradas en el deno-
minador

Para eliminar la ráız del denominador se obtiene una frac-
ción equivalente a la dada multiplicando numerador y denomi-
nador por la expresión del denominador pero cambiando adi-
ción por sustracción o viceversa. Luego se aplica la propiedad:

(a− b).(a + b) = a2 − b2,

y se simplifica la ráız del denominador.

Ejemplo: Racionalización del denominador de la expresión:

1
2−√y

=
1 · (2 +

√
y)

(2−√y) · (2 +
√

y)
=

2 +
√

y

22 − (
√

y)2
=

2 +
√

y

4− y

2.5.4. Ejercitación

1. Simplifica las siguientes expresiones algebraicas irracio-
nales (usando propiedades de la potenciación y/o radica-
ción):

a)
(
−5

1
2 x

1
3

)6
=

b)

(
z−

3
4

z
5
4

)− 1
8

=

c)
a−

1
4 a

1
2(

a a
1
2

) 1
3

=

d)
√

by · 4
√

b2y
√

b3 · 6
√

by5
=

2. Extrae del radical todos los factores posibles:

a) 3
√

16a3m6 =

b)
√

a3b5c6 =

c) 5
√
−32m15y7 =

d)
√

27a5b7 =
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e) 4
√

b3c10y−9 = f ) 3
√

108a−3b−4 =

3. Resuelve las siguientes adiciones y sustracciones:

a) 4
√

6 + 2 4
√

6− 3 4
√

6 =

b) 2
√

8 + 3
√

18− 5
√

50 =

c) 5
√

3 + 4
√

48− 3
√

12 + 4
√

27 =

d)
√

80 +
√

45− 6
√

8000 =

e) 2
√

9n− 5
√

4n + 4
√

n =

f ) 5
√

a−
1
2

5
√

a6 + 3 5
√

a =

g)
√

12z3 +
√

3z3 −
√

27z3 =

h) 3
√

8z4 + 3
√

27z4 − 3 3
√

8−1z4 =

4. Realice las multiplicaciones indicadas:

a)
√

2 · 4
√

8 =
b) ( 4

√
7− 1) · ( 4

√
7 + 1) =

c) (1+2
√

3) ·(1−4
√

3) =

d) (1 +
√

x− 1)2 =

e) (
√

x + 1 +
√

x− 1)2 =

5. Racionaliza el denominador de las siguientes expresiones:

a)
y
√

x
=

b)
a
3
√

b
=

c)
2
√

z3

3 3
√

z2
=

d)
x− 3
3
√

x− 3
=

e)
x− 3

√
x−

√
3

=

f )
x−

√
x

x +
√

x
=

g)
x + x

√
y

√
x +

√
xy

=

h)
a

3a
√

2 + a
=



Caṕıtulo 3

Ecuaciones e
inecuaciones

Una ecuación es una relación de igualdad entre expresio-
nes algebraicas, es decir, que involucra cantidades desconocidas
(incógnitas), que en general se designan por letras minúsculas
de la parte final del alfabeto: x, y, z y cantidades conocidas
(coeficientes), que pueden designarse por letras minúsculas ini-
ciales del alfabeto: a, b, c. Esta notación fue introducida por el
matemático René Descartes en 1637.

En algunas situaciones se relacionan expresiones algebraicas
por medio de una desigualdad. Para dichas situaciones surge el
concepto de inecuación.

En este caṕıtulo se presentan las propiedades que se pueden
utilizar en la resolución de ecuaciones e inecuaciones en una va-
riable y los principales casos que pueden presentarse, con ejem-
plos de cada tipo y aplicaciones a la resolución de problemas.
Además se introduce la noción de función a través del concepto
de relación entre variables. Finalmente se estudian ecuaciones
lineales con dos variables y sistemas con dichas ecuaciones.

97
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3.1. Ecuación en una variable

3.1.1. Introducción histórica

Con respecto al desarrollo de métodos de resolución de ecua-
ciones, los primeros fueron los egipcios y los babilónicos (segun-
do milenio antes de Cristo), cuyos trabajos evidencian que, en
general, los resultados se obtienen por procedimientos emṕıri-
cos, las soluciones son aproximadas, los problemas surgen de
situaciones concretas de ı́ndole práctica y no abundan las gene-
ralizaciones. La civilización griega (500 a 200 a.C.) utilizó pro-
cedimientos geométricos para resolver muchos problemas, entre
ellos la resolución de ecuaciones de primer y segundo grado. Es-
to se debeŕıa a la falta de practicidad del sistema de numeración
griega. Los matemáticos hindúes en sus trabajos de álgebra se
caracterizaron por la utilización de un lenguaje poético y me-
tafórico. Entre los aportes de los hindúes se señala el uso de
cierto simbolismo, la introducción del sistema posicional deci-
mal, la utilización del cero como operador y la resolución de
algunas ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Los árabes esta-
blecen lazos entre las diversas culturas usando algunas veces el
método geométrico heredado de los griegos o el método alge-
braico de los hindúes para resolver problemas similares. Entre
las aportaciones de la cultura árabe fueron de gran importan-
cia las del matemático Al-Khwarizmi (800 d.C.), cuya obra tuvo
una influencia muy significativa en las matemáticas occidenta-
les

3.1.2. Definiciones

Una ecuación es una expresión de igualdad (=) con una
variable o incógnita. Cada lado de la igualdad es un
miembro de la ecuación, llamados primer miembro y
segundo miembro.
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Una solución de la ecuación es un valor numérico fijo
para la variable, que satisface la igualdad. Notaremos con
S al conjunto de soluciones de una ecuación.

Ejemplo:
incógnita o variable
↑ ↑

3x + 6︸ ︷︷ ︸
primer miembro

= x + 10︸ ︷︷ ︸
segundo miembro

↓
igualdad

El valor de la incógnita x = 2 es una solución de la ecuación
3x + 6 = x + 10 pues:

3x + 6 = x + 10
3 · 2 + 6 = 2 + 10

6 + 6 = 12
12 = 12

Observación: La definición de solución proporciona una forma
de verificar si algún valor obtenido es efectivamente la solu-
ción de la ecuación. Por lo tanto, es recomendable, verificar la
solución obtenida (por la aplicación de cualquier método), re-
emplazando el valor obtenido en la ecuación y comprobando
que se verifique la igualdad.

3.1.3. Propiedades

Las siguientes propiedades se pueden utilizar para transfor-
mar la ecuación dada en otra equivalente (que tiene la misma
solución):

1. Propiedad cancelativa:

a) Si a + c = b + c, entonces a = b.

b) Si c 6= 0 y a · c = b · c entonces a = b.
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2. Propiedad uniforme:

a) Si a = b, entonces a + c = b + c.
(si se suma el mismo número en ambos miembros de
la igualdad, la igualdad se mantiene)

b) Si a = b entonces a · c = b · c.
(si se multiplican ambos miembros de la igualdad
por el mismo número, la igualdad se mantiene)

Observación: Recordar que la sustracción (a− b) se puede con-
siderar como una adición (a + (−b)) y la división (a÷ b) como
una multiplicación (a · 1

b ). Por lo tanto las propiedades anterio-
res también pueden utilizarse en caso de sustracción o división
(en este caso el divisor debe ser no nulo).

3.1.4. Ecuación lineal

El caso más simple es la ecuación lineal, que es de la forma

ax + b = cx + d

Para hallar la solución se transforma la igualdad en otra
equivalente, hasta obtener la solución (operando algebraica-
mente mediante la aplicación de las propiedades). El objetivo
es “despejar” (dejar sola en un miembro de la igualdad) la in-
cognita.

Ejemplo: Resolución de
1− x

2
+

x

3
=

x + 2
6

.

1− x

2
+

x

3
=

x + 2
6

1
2
− 1

2
x +

1
3
x =

1
6
x +

2
6

−1
2
x +

1
3
x− 1

6
x =

1
3
− 1

2
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−1
3
x = −1

6

x =
(
−1

6

)
÷
(
−1

3

)
=

1
2

Solución: x =
1
2
, es decir, S =

{
1
2

}
.

3.1.5. Ecuación polinómica

Un ecuación polinómica es de la forma:

p(x) = 0

donde p(x) es un polinomio en la variable x.
Las soluciones de una ecuación polinómica son las ráıces

del polinomio (ver cálculo de ráıces en 2.3.4).

Ejemplo: Resolución de x6 − 6x5 + 9x4 = 0.
Las soluciones de la ecuación son las ráıces del polinomio p(x) =
x6 − 6x5 + 9x4. Factorizando dicho polinomio (primero extra-
yendo factor común y luego aplicando fórmula de trinomio cua-
drado perfecto) se obtiene:

p(x) = x6 − 6x5 + 9x4 = x4 · (x2 − 6x + 9) = x4 · (x− 3)2

Luego, las ráıces del polinomio p(x) son x = 0 y x = 3. Por
lo tanto, las soluciones de la ecuación x6 − 6x5 + 9x4 = 0 son
x = 0 y x = 3, es decir, S = {0, 3}.

Observaciones:

En algunos casos la ecuación no está dada en forma po-
linómica (p(x) = 0), pero operando algebraicamente (apli-
cando propiedades) se puede obtener un polinomio en un
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miembro de la igualdad y el otro miembro nulo.

Ejemplo: Resolución de x2 = x + 2.

Operando algebraicamente se obtiene la ecuación polinómi-
ca: x2 − x− 2 = 0.

Utilizando la fórmula de resolución cuadrática, se obtie-
nen los valores que anulan la expresión, que son: x1 = −1
y x2 = 2.

Soluciones: x = −1 y x = 2, es decir, S = {−1, 2}.

Si la expresión polinómica está factorizada, al igual
que para el caso de polinomios, los valores que anulan to-
da la ecuación, serán los valores que anulan cada factor.
Por lo tanto, la solución se obtiene resolviendo las ecua-
ciones que surgen al igualar a cero cada factor.

Ejemplo: Resolución de 3.(x− 2).(x + 5) = 0.

3.(x− 2).(x + 5) = 0 ⇒
{

x− 2 = 0 ⇒ x = 2
x + 5 = 0 ⇒ x = −5

Soluciones: x = 2 y x = −5, es decir, S = {−5, 2}.

3.1.6. Ecuación racional

Un ecuación con expresión racional es de la forma:

p(x)
q(x)

= 0

donde p(x) y q(x) son expresiones en la variable x.
La solución son valores del dominio de la ecuación que ve-

rifican la igualdad. Por lo tanto, la solución se obtiene de la
siguiente manera:
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1. Se obtiene el dominio de la ecuación (descartando los va-
lores que anulan el denominador).

2. Se opera algebraicamente (usando propiedades) hasta ob-
tener una ecuación equivalente sin expresión fraccionaria.

3. Se consideran como solución sólo los valores del dominio
de la ecuación.

Ejemplo: Resolución de
5x− 3
4− x2

=
5 + x

2 + x
+

x− 3
2− x

Dominio de la ecuación: x 6= 2 y x 6= −2.
Resolviendo la suma de fracciones en segundo miembro:

5x− 3
4− x2

=
5 + x

2 + x
+

x− 3
2− x

5x− 3
(2− x).(2 + x)

=
(5 + x).(2− x) + (x− 3).(2 + x)

(2− x).(2 + x)

5x− 3
(2− x).(2 + x)

=
10− 5x + 2x− x2 + 2x + x2 − 6− 3x

(2− x).(2 + x)

5x− 3
(2− x).(2 + x)

=
−4x + 4

(2− x).(2 + x)

Aplicando propiedad cancelativa (si x 6= 2 y x 6= −2):

5x− 3 = −4x + 4

5x + 4x = 4 + 3

9x = 7

x =
7
9

Solución: x =
7
9
, es decir, S =

{
7
9

}
.
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3.1.7. Casos especiales

Cuando al resolver se obtiene una igualdad donde no figura
la variable. En estos casos, debe analizarse la igualdad obtenida:

Si es una igualdad válida: la solución es x ∈ IR.

Si es una igualdad no válida: no tiene solución en IR.

Ejemplos:

1. Resolución de 3x2 − 1 = 3.(x− 1).(x + 1) + 2.

3x2 − 1 = 3.(x2 − 1) + 2

3x2 − 1 = 3x2 − 3 + 2

3x2 − 3x2 = −3 + 2 + 1

0 = 0

Como se obtiene una igualdad válida (0 = 0) entonces la
solución es x ∈ IR, es decir, S = IR

2. Resolución de 3.(2x + 1)− 6.(x + 4) = 0.

6x + 3− 6x− 24 = 0

−21 = 0

Como se obtiene una igualdad no válida (−21 = 0), en-
tonces la ecuación no tiene solución en IR, es decir, S = ∅.

3.1.8. Ejercitación

1. Indicar si los valores x que se indican son solución de la
ecuación dada:

a) 5x− 8 = 2 + 10x; x1 = 1, x2 = −2.
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b) x7 − 6x4 − x3 + 6 = 0; x1 = −1, x2 = 1.

2. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 2x2 − x− 3 = 0.

b) x3 + 4x2 + 3x = 0.

c) 5− 4.(x− 3) = x− 2.(x− 1).

d)
3x− 7
2x + 1

=
14
15

.

e)
x− 1

3
+

4x + 3
5

−
7x

8
= 1 +

x

2
+

3x− 9
10

.

f ) (x− 1)2 − (x2 − 1) = 2.(1− x).

g) (x + 2).(x− 1) = 0.

h) (3x + 4).(5− 2x).x = 0.

i)
(8x2 + 4x).(2x− 1)(

x−
1
2

)
.(x + 3)

= 0.

j )
4x

x− 2
+

6
x + 2

= 4.

k) 3 +
5− 4x

4x
+

1
2

= 0.

l)
2x2 − 2x3 + 8

x2
+ 2x = 2.

m)
x + 1
x2 − 1

+
2

(x− 1)2
=

3
x− 1

.

n)
1

2x− 7
+

1
3x− 1

=
5x− 8

(2x− 7).(3x− 1)
.



106 Tatiana Gibelli

3.2. Inecuación en una variable

3.2.1. Definiciones

Una inecuación es una expresión de desigualdad (<, ≤,
> o ≥) con una variable o incógnita. Cada lado de
la desigualdad es un miembro de la inecuación, llamados
primer miembro y segundo miembro.

Una solución de la inecuación es un valor numérico fijo
para la variable, que satisface la desigualdad. Notaremos
con S al conjunto de soluciones de una inecuación.

Ejemplo:
incógnita o variable
↑ ↑

5x− 8︸ ︷︷ ︸
primer miembro

> 2x + 1︸ ︷︷ ︸
segundo miembro↓

desigualdad

Observación: En general existen muchos valores reales que veri-
fican la desigualdad. Es decir, la solución de una inecuación es,
en general, un subconjunto del conjunto de números reales para
los cuáles se satisface la desigualdad (y se expresa usualmente
como intervalo numérico).

3.2.2. Análisis de signos

Consideremos una expresión algebraica P (x). Si la inecua-
ción es de forma:

P (x) > 0: la solución son los valores para los cuales la
expresión P (x) es positiva.

P (x) < 0: la solución son los valores para los cuales la
expresión P (x) es negativa.
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Cuando se tiene una inecuación de esta forma suele usarse un
representación de signos de la expresión en la recta
numérica, colocando signo + encima de aquellos valores en
que la expresión es positiva y signo − encima de aquellos valores
en que la expresión es negativa.
Observaciones:

Existen expresiones polinómicas que no cambian de sig-
no, es decir, son siempre positivas (o negativas) para cual-
quier valor real. Esto se da en el caso de polinomios que no
tienen ráıces reales. Por ejemplo, la expresión polinómica
x2 + 1 es positiva para todo x ∈ IR.

Si n es impar, entonces signo(P (x)n)=signo(P (x)).

Si n es par, entonces P (x)n ≥ 0, es decir el signo es po-
sitivo o nulo (para los valores que anulan P (x)).

3.2.3. Propiedades

Las propiedades válidas para desigualdades con números
reales que se pueden utilizar en la resolución de una inecuación
son las siguientes (llamadas leyes de monotońıa):

1. Si a ≤ b, entonces a + c ≤ b + c.
(si se suma el mismo número en ambos miembros de la
desigualdad, la desigualdad se mantiene)

2. Si a ≤ b, entonces:

Si c > 0 entonces a · c ≤ b · c.
(si se multiplican ambos miembros de la desigualdad
por un número positivo, la desigualdad se mantiene)
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Si c < 0 entonces a · c ≥ b · c.
(si se multiplican ambos miembros de la desigualdad
por un número negativo, la desigualdad se invierte)

Observaciones:

Recordar que la sustracción (a − b) se puede considerar
como una adición (a+(−b)) y la división (a÷b) como una
multiplicación (a · 1

b ). Por lo tanto las propiedades ante-
riores también pueden utilizarse en caso de sustracción o
división.

Observemos que cuando se multiplica (o divide) en ambos
ambos miembros de la inecuación debe tenerse en cuenta
el signo de dicho número (ya que si es positivo la desi-
gualdad se mantiene, pero si es negativo la desigualdad
se invierte). Por lo tanto no pueden multiplicarse am-
bos miembros por una expresión que contenga a
la variable ya que en ese caso no está determinado el
signo de dicha expresión.

3.2.4. Inecuación lineal

Una inecuación lineal es de la forma: ax+b < cx+d (u otra
desigualdad: ≤,>, ≥).

La solución se obtiene “despejando” la incognita, respetan-
do las propiedades anteriores.

Ejemplo: Resolución de
5y − 1
−3

≤
7.(y + 1)

2
.

−5
3
y +

1
3
≤ 7

2
y +

7
2

−5
3
y − 7

2
y ≤ 7

2
− 1

3
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(
−5

3
− 7

2

)
.y ≤ 7

2
− 1

3

−31
6

y ≤ 19
6

y ≥ 19
6

:
(
−31

6

)
y ≥ −19

31

La solución es S =

{
y ∈ IR : y ≥ −

19
31

}
=

[
−

19
31

,+∞

)
.

3.2.5. Inecuación polinómica

Una inecuación polinómica es de la forma:

p(x) < 0 (u otra desigualdad: ≤,>, ≥)

donde p(x) es un polinomio en la variable x.
La solución se obtiene haciendo un análisis de signos del

polinomio p(x). Para hacer el análisis de signos es conveniente:

1. Hallar los valores que anulan el polinomio p(x) (las ráıces).

2. Determinar el signo para los valores numéricos que se en-
cuentran entre los valores hallados anteriormente (reem-
plazando un valor en el polinomio y analizado el signo del
resultado).

Ejemplo: Resolución de x2 − x− 2 < 0.

1. Utilizando la fórmula de resolución cuadrática, se obtie-
nen los valores que anulan la expresión x2 − x − 2, que
son: x1 = −1 y x2 = 2.
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2. Analizamos el signo del polinomio p(x) = x2−x−2 entre
dichos valores:

Para x ∈ (−∞,−1) el polinomio es positivo, pues,
por ejemplo, si se reemplaza x = −2 en p(x), se
obtiene: p(−2) = (−2)2−(−2)−2 = 4+2−2 = 4 > 0.

Para x ∈ (−1, 2) el polinomio es negativo, pues, por
ejemplo, si se reemplaza x = 0 en p(x), se obtiene:
p(0) = 02 − 0− 2 = −2 < 0.

Para x ∈ (2,+∞) el polinomio es positivo, pues,
por ejemplo, si se reemplaza x = 3 en p(x), se obtie-
ne: p(3) = (3)2 − 3− 2 = 9− 3− 2 = 4 > 0.

La representación de signos de la expresión x2 − x− 2 es:

signo (x2 − x− 2) + + ++ | − − −−− | + + + + +
−1 2

Otra forma de presentar la información respecto a signos de
la expresión es utilizar una tabla:

Intervalos (−∞,−1) (−1, 2) (2,+∞)
Valor de prueba x = −2 x = 0 x = 3

Valor del polinomio p(−2) = 4 p(0) = −2 p(3) = 4
Signo Positivo Negativo Positivo

La solución de la inecuación x2 − x− 2 > 0 corresponde al
signo positivo, es decir, S = (−∞,−1) ∪ (2,+∞).

Observación: Si la inecuación polinómica está factorizada
(o se factoriza previamente el polinomio), la solución puede
obtenerse de la siguiente manera:

1. Se analiza el signo de cada factor, representándolo en una
recta.
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2. Se utiliza regla del producto (de signos) para obtener el
signo del producto, representándolo en otra recta.

3. Se analiza la inecuación para determinar si la solución
corresponde a signo positivo o a signo negativo.

Ejemplo: Resolución de (3x− 1).(3x + 2) ≥ 0.
Representamos el signo de cada factor, y luego el signo del pro-
ducto, utilizando regla de los signos:

signo (3x− 1) - - - - - - - -| - - | + + + + +
0 1/3

signo (3x + 2) - - - -| + +| + + + + + + +
-2/3 0

signo ((3x− 1).(3x + 2)) + + | - - - | - - | + + + + +
-2/3 0 1/3

La solución de la inecuación (3x − 1).(3x + 2) ≥ 0 corres-

ponde a signo positivo, es decir, S =

(
−∞,−

2
3

]
∪

[
1
3
,+∞

)
.

3.2.6. Inecuación racional

Una inecuación con expresión racional es de la forma:

p(x)
q(x)

< 0 (u otra desigualdad: ≤,>, ≥)

donde p(x) y q(x) son expresiones algebraicas en la variable x.
La solución se obtiene de la siguiente manera:

1. Se analizan los signos del numerador, representándolo en
una recta.
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2. Se analizan los signos del denominador, representándo-
lo en una recta y descartando los valores que anulan el
denominador.

3. Se utiliza regla del cociente (de signos) para obtener el
signo del cociente, representándolo en otra recta.

4. Se analiza la inecuación para determinar si la solución
corresponde a signo positivo o a signo negativo.

Observación: En caso de no ser cero un lado de la desigual-
dad, se puede operar algebraicamente hasta obtener una única
fracción en uno de los miembro y un cero en el otro.

Ejemplo: Resolución de
1

x− 2
≤ 4.

Se obtiene una fracción en un miembro y cero en el otro:

1
x− 2

− 4 ≤ 0

1− 4.(x− 2)
x− 2

≤ 0

1− 4x + 8
x− 2

≤ 0

9− 4x

x− 2
≤ 0

Representación de signos en la recta:

signo(9− 4x) + + + + | + + + + | - - - - - - - -
0 9/4

signo(x− 2) - - - - - - -| - - - - |◦+ + + + + + +
0 2

signo

(
9− 4x

x− 2

)
- - - - - - -| - - - - |◦+ +| - - - - - - - -

0 2 9/4
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La solución de la inecuación es
9− 4x

x− 2
≤ 0 corresponde a

signo negativo, es decir, S = (−∞, 2) ∪

[
9
4
,+∞

)
.

3.2.7. Casos especiales

Cuando al resolver se obtiene una desigualdad donde no
figura la variable. En estos casos, debe analizarse la desigualdad
obtenida:

Si es una desigualdad válida: la solución es x ∈ IR.

Si es una desigualdad no válida: no tiene solución en IR.

Ejemplos:

1. Resolución de 4x− 2 ≤ 4.(x + 1).

4x− 2 ≤ 4x + 4

4x− 4x ≤ 4 + 2

0 ≤ 6

Como se obtiene una desigualdad válida (0 ≤ 6) entonces
la solución es S = IR.

2. Resolución de 4.(x− 7) > 4x− 3.

4x− 28 > 4x− 3

4x− 4x > −3 + 28

0 > 25

Como se obtiene una desigualdad no válida (0 > 25) en-
tonces no tiene solución en IR, es decir, S = ∅.
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3.2.8. Ejercitación

1. Determina el conjunto de soluciones de las siguientes ine-
cuaciones. Escribe dichas soluciones en forma de intervalo
y representa gráficamente:

a) x− 1 ≥ 2x + 3.
b) 3x + 1 ≤ 3x− 4.

c)
3x− 2

3
≤

1
6
− 2x.

d) x.(x− 5) ≤ 0.
e) (2− x).(x + 1) > 0.
f ) x.(x− 2).(x + 3) ≥ 0.
g) (3x− 1).(2x + 3) ≥ 0.

h)
3− 2x

x
≤ 0.

i)
1 + 2x

2− 3x
> 0.

j )
3
x
− 2 ≥ 0.

k) 2 +
1
x

> 1.

l)
3x− 1
2− x

≤ 3.

m)
1− x

2x + 3
≤ −

3
2
.

n)
1
2x

>
3

x− 1
.

ñ)
− x2 − 1
x + 1

≥ 0.

o)
x2 − 4
x2 + 4

< 0.

2. Indica, en cada caso, los valores de x (en forma de inter-
valo numérico) para los cuáles la expresión dada verifica:

a)
3x + 1
x + 3

es negativa.

b)
2x

x2 − 2x + 1
es positiva.

c)

√
1
x

toma valores reales.

d)
√

2x2 − 7x + 5 toma valores reales.
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3.3. Relación entre variables

3.3.1. Definición

Cuando se tiene una relación de igualdad entre expresiones
algebraicas con dos o más variables se trata de una relación
entre variables (llamadas también “fórmulas).
Ejemplo: Una relación muy útil en f́ısica es la existente entre
las variables velocidad v, distancia d y tiempo t, que se expresa
por la ecuación o “fórmula”:

v =
d

t

3.3.2. Ecuación expĺıcita

Si en la relación entre variables se expresa a una de ellas “en
función” de las otras, se llama ecuación expĺıcita. Es decir,
se expresa una variable y “en función” de las otras variables x1,
x2,..., xn, por medio de la ecuación:

y = f(x1, x2, ..., x2),

(en esta expresión la letra f no es una variable, sino que indica
que y “es función” de x1, x2,..., xn).

Se la relación está expresada como ecuación expĺıcita, po-
demos diferenciar:

las variables x1, x2,..., xn son variables independien-
tes, es decir, los valores de estas variables pueden ser
elegidos.

la variable y es la variable dependiente, es decir, su
valor dependerá de los valores asignados a las variables
independientes.
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Observación: Cuando una relación entre variables, desea expre-
sarse como ecuación expĺıcita, se “despeja” la variable depen-
diente. Para esto deben respetarse las propiedades vistas para
ecuaciones (Ver en 3.1.3).

Ejemplo: En un triángulo, la relación entre las medidas del área
A, la base b y la altura h está dada por la fórmula:

A =
b · h
2

Si se desea expresar la altura h “en función” de las variable
área A y base b, se “despeja” h en dicha fórmula:

A =
b · h
2

⇒ b · h = 2 ·A ⇒ h =
2 ·A

b

Es decir, h en función de A y b es h =
2 ·A

b
.

3.3.3. Representación gráfica

Una relación entre dos variables, en general notadas x e y, se
representa gráficamente en el plano cartesiano. Dicha repre-
sentación está constituida todos los puntos (x, y) que satisfacen
la relación establecida.
Observación: El plano cartesiano está formado por un par de
rectas perpendiculares, una horizontal y otra vertical, llamadas
ejes cartesianos. En cada una de las rectas se representan los
números reales (considerando para cada una el 0 en el punto
de encuentro de las rectas). La recta horizontal es el Eje X,
también llamado eje de las abscisas y la recta vertical es el
Eje Y, también llamado eje de las ordenadas. En dicho pla-
no se ubican los puntos de coordenadas (x, y), donde la primer
coordenada corresponde al eje X y la segunda al Eje Y.

Ejemplo: Representación gráfica de los puntos (−4, 2) y (3, 4).
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3.3.4. Noción de función

Cuando una relación tiene ecuación expĺıcita única, es
decir, para valores fijos asignados a las variables independientes
existe un único valor para la variable dependiente, se dice que
la relación es una función.

Una función que relaciona dos variables se representa en el
plano cartesiano, ubicando a la variable independiente en el
eje horizontal y a la variable dependiente en el eje verti-
cal. Si la función tiene ecuación y = f(x), el gráfico está for-
mado por todos los puntos (x, f(x)).
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Observación: en aplicaciones reales donde se utiliza una función
como “modelo” y se hace una representación gráfica debe indi-
carse claramente cuáles son las variables que se representan en
cada eje y las unidades de medida de cada una, por ejemplo,
tiempo en meses, temperatura en oC, peso en kg, etc.

Ejemplo: Representación gráfica la altura (en cm) de una per-
sona en función de su edad (en años).

3.3.5. Ejercitación

1. Escribe una ecuación que representen la fórmula dada.
Luego responder la pregunta.

a) “El área de un triángulo es igual a la mitad del pro-
ducto de la longitud de su base por la altura corres-
pondiente”. Si la escuadra de Jorge mide 20 cent́ıme-
tros en su cateto más largo y 10 cent́ımetros en su
cateto más corto, ¿cuál es el área de la superficie
encerrada por la escuadra de Jorge?
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b) “La velocidad es el cociente entre la distancia re-
corrida y el tiempo empleado para recorrer dicha
distancia”. Si Andrés demora 45 minutos en llegar
al colegio desde su casa que está a 3600 metros de
distancia, ¿a qué rapidez viaja?.

c) “El volumen de una esfera es igual al cubo del radio
de dicha esfera por cuatro tercios de π”. ¿Cuál es el
volumen de una pelota cuyo radio es 15 cm?

d) “La densidad de un cuerpo (o ĺıquido) es el cociente
entre la masa del cuerpo y el volumen que ocupa”.
¿Cuál es la densidad de una naranjada si se sabe que
un vaso de 200 cm3 pesa 0,35 kilogramos?.

2. En los siguientes problemas halle la ecuación de la función
que represente la relación pedida, indicando dominio de
la misma:

a) Se cercará un terreno con 240 m de material para
cercas. Expresar el área del terreno en función del
largo.

b) De una hoja de papel de 81 cm2 debe destinarse una
parte para imprimir un texto. Los márgenes supe-
rior e inferior del mismo deben medir 4 cm y los de
izquierda y derecha 3 cm. Determina el área de la
región impresa en función del largo de la hoja.

c) Con una hoja de cartón de 54 cm de lado se quiere
construir una caja sin tapa de base cuadrada, cor-
tando cuadrados de lado x en cada esquina. Expresa
el volumen de la caja en función de su altura.

3. Una universidad piensa que las inscripciones van a dismi-
nuir a medida que la población estudiantil empiece a de-
crecer. Estima que el número de solicitudes para el próxi-
mo año se comportará conforme a la función y = f(t) =
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3600 − 250t, donde y es el número de solicitudes de ad-
misión a la universidad y t denota el tiempo (en años)
medido a partir del año actual (t = 0). ¿Cuál es el núme-
ro esperado de solicitudes dentro de 5 años contados a
partir de hoy? ¿Y al cabo de 10 años?

4. El siguiente gráfico muestra la cantidad f(t) de veh́ıculos
deportivos vendidos en Estados Unidos cada año, de 1980
a 1994. El valor para t = 0 representa el año 1980, y f(t)
representa las ventas en el año t, en miles de veh́ıculos:

a) Estimar f(2), f(6), f(11). Interpretar.

b) Estimar f(3), f(12), f(10, 5). Interpretar.

c) Estimar el valor máximo de f(t) para 6 ≤ t ≤ 10.
Interpretar.

d) ¿Durante cuál o cuáles años se vendieron aproxima-
damente 900.000 veh́ıculos?
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3.4. Ecuación lineal en dos variables

3.4.1. Definiciones

Una ecuación lineal en dos variables puede tener dos for-
mas:

1. Ecuación expĺıcita: y = mx + b.

2. Ecuación impĺıcita: ax + by + c = 0.

Una ecuación lineal (impĺıcita o expĺıcita) se representa por
una recta en el plano cartesiano.

Podemos diferenciar tres casos:

1. Recta horizontal: tiene ecuación y = k con k ∈ IR. Esta
recta es paralela al eje X.

2. Recta vertical: tiene ecuación x = k con k ∈ IR. Esta
recta es paralela al eje Y.

Ejemplos de rectas de cada tipo:

Recta horizontal: y = k Recta vertical: x = k

3. Recta oblicua: tiene ecuación y = mx + b con m, b ∈ IR
y m 6= 0.
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El número real m es la pendiente de la recta. La
pendiente es la tangente del ángulo que se forma
entre la recta y el eje X positivo. La pendiente re-
presenta la “inclinación” de la recta. Existen tres
casos:

a) m > 0, es decir pendiente positiva: recta “cre-
ciente”.

b) m > 0, es decir pendiente negativa: recta “de-
creciente”.

El número real b es la ordenada al origen de la
recta que representa la función lineal. La ordenada
al origen es el punto en que la recta corta al eje Y.

Ejemplos de rectas oblicuas de ecuación y = mx + b:

m > 0 m < 0

3.4.2. Representación gráfica

Para graficar una recta oblicua es necesario conocer dos
puntos y trazar la recta que une esos puntos.

Si la ecuación es de forma y =
p

q
x + b (con q > 0) para

graficarla se puede:
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Graficar la ordenada al origen sobre el eje Y (es decir
graficar el punto (0, b)).

A partir del punto graficado antes, desplazar q unidades
a la derecha y p unidades hacia arriba si p > 0 (ó hacia
abajo si p < 0) y graficar otro punto.

Graficar la recta que une los dos puntos graficados.

Ejemplos: Observemos los gráficos de las siguientes rectas:

y =
3
5
x + 1 y = −

1
3
x + 1

3.4.3. Intersección con los ejes

Dada la ecuación de una recta y = mx + b:

Intersección con el eje Y:
{

y = mx + b
x = 0 (Eje Y)

.

Reemplazando x = 0 en la ecuación de la recta y = mx+b:

y = m.x + b, x = 0 ⇔ y = m.0 + b ⇔ y = b

Luego la intersección es el punto P = (0, b).
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Intersección con el eje X:
{

y = mx + b
y = 0 (Eje X)

.

Reemplazando y = 0 en la ecuación de la recta y = mx+b
y despejando x:

y = m.x + b, y = 0 ⇔ 0 = m.x + b ⇔ x = −
b

m

Luego la intersección es el punto P = (−
b

m
, 0).

Ejemplo: Intersección de la recta y = −3x + 5 con los ejes
coordenados.

Intersección con el eje Y:

y = −3x + 5, x = 0 ⇔ y = −3 · 0 + 5 ⇔ y = 5

La intersección con el eje Y es el punto P = (0, 5).

Intersección con el eje X:

y = −3x + 5, y = 0 ⇔ 0 = −3x + 5 ⇔ x =
5
3

La intersección con el eje X es el punto P =

(
5
3
, 0

)
.

3.4.4. Ecuaciones de acuerdo a los datos

Ecuación de la recta de acuerdo a los datos:

Con pendiente m y ordenada al origen b:

y = mx + b
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Con pendiente m y un punto P0 = (x0, y0):

y = m.(x− x0) + y0

Por dos puntos P0 = (x0, y0) y P1 = (x1, y1):

y =
(

y1 − y0

x1 − x0

)
.(x− x0) + y0

Ejemplos:

1. Halla la ecuación de la recta que tiene pendiente −1 y
ordenada al origen 4.
Reemplazando la pendiente m = −1 y la ordenada al
origen b = 4 en la fórmula y = mx + b, obtenemos la
ecuación y = −x + 4.

2. Halla la ecuación de la recta que tiene pendiente 2 y con-
tiene al punto P = (1,−1).
Reemplazando la pendiente m = 2 y el punto P0 =
(1,−1) (x0 = 1 e y0 = −1) en la fórmula y = m(x −
x0) + y0, obtenemos la ecuación:

y = 2(x− 1)− 1 = 2x− 2− 1 = 2x− 3.

Es decir, la ecuación de la recta es y = 2x− 3.

3. Halla la ecuación de la recta que contiene a los puntos
(1,−1) y (2, 3).
Reemplazando el punto P0 = (1,−1) (x0 = 1 e y0 = −1)
y el punto P1 = (2, 3) (x1 = 2 e y1 = 3) en la fórmula
y =

(
y1−y0

x1−x0

)
.(x− x0) + y0, obtenemos la ecuación:

y =
(

3 + 1
2− 1

)
.(x−1)−1 = 4(x−1)−1 = 4x−4−1 = 4x−5.

Es decir, la ecuación de la recta es y = 4x− 5.
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3.4.5. Paralelismo y perpendicularidad

Dos rectas, de ecuaciones y = m1x + b1, y = m2x + b2 son:

Paralelas: si tienen igual pendiente, es decir: m1 = m2.

Perpendiculares: si tienen pendientes inversas y simétri-

cas, es decir: m1 = −
1

m2
(ó m1 ·m2 = −1).

Ejemplos de pares de rectas de cada tipo:

Rectas paralelas Rectas perpendiculares

Observación: Puede darse el caso de dos rectas que no sean pa-
ralelas ni perpendiculares.

Ejemplos: Determina si las rectas son perpendiculares, paralelas
o ninguno de los dos.

1.
{

2x + 3y = 1
3x− 2y = 4

⇔
{

y = 1−2x
3

y = 4−3x
−2

⇔
{

y = −2
3 x + 1

3
y = 3

2 x− 2
Observamos que las pendientes de las rectas son simétri-
cas e inversas, por lo tanto las rectas son perpendicu-
lares.
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2.
{

5x + y = −1
10x + 2y = 0

⇔
{

y = −5x− 1
y = −10

2 x
⇔
{

y = −5x− 1
y = −5x

Observamos que las pendientes de las rectas son iguales,
por lo tanto las rectas son paralelas.

3.
{

2x− y = 2
x− 8y = 1

⇔
{

y = 2x− 2
y = −x−1

8

⇔
{

y = 2x− 2
y = 1

8 x− 1
8

Observamos que las pendientes de las rectas no son igua-
les,ni son simétricas e inversas, por lo tanto las rectas no
son paralelas ni perpendiculares.

3.4.6. Ejercitación

1. Grafique una ecuación lineal de la forma y = mx + b que
verifique:

a) m < 0 y b < 0.

b) m > 0 y b > 0.

c) m = 0 y b > 0.

d) m > 0 y b = 0.

2. Para cada una de las siguientes rectas indica pendiente,
ordenada al origen e intersección con los ejes. Verifica
representando gráficamente cada recta.

a) y = 4x.
b) y = −2x + 1.

c) y =
1
2
x + 3.

d) y = −
3
5
x + 1.

e) y = −0, 5x + 3, 5.

3. Escribe la ecuación y grafica la recta que verifica:

a) tiene pendiente 2 y ordenada al origen −3.

b) tiene pendiente −1 y corta al eje Y en y = 2.

c) pasa por el punto (1, 3) y tiene pendiente 4.
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d) pasa por los puntos (1, 5) y (−1, 3).
e) corta al eje X en x = −1 y al eje Y en y = 3.
f ) es horizontal y pasa por el punto (1, 2).
g) pasa por los puntos (−1, 5) y (4, 5).
h) pasa por (2, 6) y es paralela a la recta y = −x + 1.
i) pasa por (1, 4) y es perpendicular a la recta y = 3x

.

4. Resuelve los siguientes problemas considerando una ecua-
ción lineal:

a) El costo variable de fabricar juntas para machimbre
es de $ 2 por unidad y los costos fijos por d́ıa son de
$ 30. Escriba la ecuación de costo total y constru-
ya su gráfica. ¿Cuánto cuesta fabricar 25 juntas de
machimbre por d́ıa?

b) El costo de fabricar 10 bolsas de cartón al d́ıa es de $
2,20 , mientras que fabricar 20 bolsas del mismo tipo
cuesta $ 3,80. Suponiendo que se trate de un modelo
de costo lineal, determine la ecuación correspondien-
te a producir x bolsas de papel en el d́ıa y construya
su gráfica.

c) El precio por establecimiento de llamada en cierta
tarifa telefónica es de $ 0,12. Si hablamos durante 5
minutos, la llamada nos cuesta $ 0,87 en total. Halle
la ecuación que nos da el precio total de la llamada
según los minutos que estemos hablando.

d) En algunos páıses se utiliza un sistema de medición
de la temperatura distinto a los grados cent́ıgrados
que son los grados Fahrenheit. Sabiendo que 10o C
= 50o F y que 60o C = 140o F, obtenga la ecuación
que nos permita traducir temperaturas de o C a o F.



Introducción al lenguaje de las matemáticas 129

3.5. Sistema de ecuaciones lineales

3.5.1. Interpretación geométrica

Cada ecuación de un sistema de dos ecuaciones lineales con
dos incógnitas representa una recta en el plano. Resolver el sis-
tema es hallar el o los puntos donde dichas rectas se intersectan.

Dado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógni-
tas, {

y = m1.x + b1

y = m2.x + b2

podemos tener tres casos:

1. Sistema compatible determinado: si las rectas son
no paralelas, es decir: m1 6= m2.

2. Sistema compatible indeterminado: si las rectas son
paralelas coincidentes (iguales), es decir: m1 = m2 y
b1 = b2.

3. Sistema incompatible: si las rectas son paralelas dis-
tintas, es decir: m1 = m2 y b1 6= b2.

Ejemplos gráficos de cada tipo de sistema:

Compatible Compatible Incompatible
determinado indeterminado

(No paralelas) (Coincidentes) (Paralelas distintas)
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Ejemplos:

1. Observemos el sistema
{

x + y = 0
x + y = 1

⇔
{

y = −x
y = −x + 1

Son dos rectas paralelas, es decir, que no se cortan. Por
lo tanto es un sistema incompatible.

2. Observemos el sistema
{

x + 2y = 7
x + y = 4

⇔
{

y = −1
2 x + 7

2
y = −x + 4

Son dos rectas incidentes, que se cortan en un único pun-
to. Por lo tanto es un sistema compatible determi-
nado, que tiene única solución, que es el punto (x, y) =
(1, 3).

3. Observemos el sistema
{

3x− y = 1
6x− 2y = 2

⇔
{

y = 3x− 1
y = 3x− 1

Son dos rectas coincidentes, es decir, representan la mis-
ma recta, y por lo tanto, todos los puntos de dicha recta
son solución del sistema. Por lo tanto es un sistema com-
patible indeterminado, que tiene infinitas soluciones,
que son de la forma S = {(k, 3k − 1), k ∈ IR}.

3.5.2. Métodos de resolución

Los métodos más conocidos para resolver un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incógnitas son:

1. Método de igualación:

Se despeja la misma variable en las dos ecuaciones.
Se iguala lo obtenido al despejar, obteniendo una
ecuación en una variable. Se resuelve para obtener
el valor de esta variable.
Se obtiene el valor de la otra variable reemplazando
la variable obtenida en cualquiera de las dos ecua-
ciones.
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Ejemplo: Resuelve el sistema:
{
−5x + y + 4 = 0
3x + 2y − 18 = 0

.

Despejamos la variable y de las dos ecuaciones: y = 5x− 4

y =
− 3x + 18

2

⇔

 y = 5x− 4

y = −
3
2

x + 9

Igualando las dos ecuaciones:

5x− 4 = −3
2

x + 9

5x +
3
2

x = 9 + 4

13
2

x = 13

x = 13÷ 13
2

x = 2

Reemplazando el valor obtenido en la primer ecuación:

y = 5 · 2− 4 = 10− 4 = 6

Luego la solución del sistema considerado es x = 2 e
y = 6, es decir, S = {(2, 6)}.

2. Método de sustitución:

Se despeja una variable en una de las dos ecuaciones.

Se reemplaza la variable que se despejó en la otra
ecuación, obteniendo una ecuación en una variable.
Se resuelve para obtener el valor de esta variable.

Se obtiene el valor de la otra variable reemplazando
la variable obtenida en cualquiera de las dos ecua-
ciones.
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Ejemplo: Resuelve el sistema:
{

3x + y − 9 = 0
2x− 3y + 5 = 0

.

Despejamos la variable y de la primer ecuación:

3x + y − 9 = 0 ⇔ y = 9− 3x.

Sustituyendo lo obtenido en la segunda ecuación:

2x− 3(9− 3x) + 5 = 0

2x− 27 + 9x + 5 = 0

11x = 22

x = 22÷ 11

x = 2

Reemplazando el valor obtenido en la primer ecuación:

y = 9− 3 · 2 = 9− 6 = 3

Luego la solución del sistema considerado es x = 2 e
y = 3, es decir, S = {(2, 3)}.

Observaciones:

1. El método gráfico consiste en graficar las rectas y de-
terminar el punto en el que se intersectan. Dicho método
puede utilizarse para verificar los resultados obtenidos por
algún otro método. No se utiliza como método de resolu-
ción, ya que en un gráfico puede perderse exactitud.

2. Si al utilizar cualquier método de resolución se obtiene:

una igualdad válida: existen infinitas soluciones (sis-
tema compatible indeterminado). Las soluciones son
todos los puntos de la recta que determinan las dos
ecuaciones.
una igualdad no válida: no tiene solución (sistema
incompatible).
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3.5.3. Ejercitación

1. Dar, en cada caso, un ejemplo gráfico de un sistema de
ecuaciones lineales con dos variables, que resulte:

a) compatible determinado.

b) compatible indeterminado.

c) incompatible.

2. Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones
lineales, resuelve, clasifica y verifica la solución anaĺıtica
y gráficamente.

a)
{

x + 5y = −3
2x + 3y = 1

.

b)

 2x + 3y = 5
2
3
x + y = 1

.

c)
{

3x + 4y = 2
6x + 8y = 4

.

d)
{

3x + y = 9
2x− 3y = −5

.

e)
{

−5x + y + 4 = 0
3x + 2y − 18 = 0

.

f )
{

3x− 6y = 12
3x− 6y = 9

.

g)
{

x− y = 1
x + y = 2

.

h)
{

3x + 2y − 2 = 0
5x + 6y − 4 = 0

.

i)
{

x− 2y − 8 = 0
3x + y − 3 = 0

.

j )
{
−2x + 3y − 1 = 0
8x− 12y + 4 = 0

.
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3.6. Aplicaciones

3.6.1. Situaciones problemáticas con incógnitas

Las ecuaciones y sus soluciones son de mucha importancia
en casi todos los campos de la tecnoloǵıa y de la ciencia. Las
ecuaciones lineales son de gran utilidad debido a la simplici-
dad de sus ecuaciones. En particular las ecuaciones lineales en
dos variables permiten una representación gráfica en el plano
cartesiano, lo que facilita su estudio.

Muchos problemas de la vida real nos obligan a resolver
simultáneamente varias ecuaciones lineales para hallar las solu-
ciones comunes a todas ellas. También resultan muy útiles en
geometŕıa (las ecuaciones lineales se interpretan como rectas
y planos, y resolver un sistema equivale a estudiar la posición
relativa de estas figuras geométricas en el plano o en el espacio).

En algunas situaciones en particular, ya sea en la naturaleza
del problema o en otros motivos, uno busca determinar que se
verifique alguna condición que no se puede expresar con una
igualdad. Por casos como éste se utilizan las inecuaciones.

3.6.2. Resolución de problemas

Un problema matemático es una situación que involucra
datos conocidos (en general, son datos numéricos) e incógnitas
(datos que se quieren obtener). La resolución del problema con-
siste en hallar el valor de las incógnitas (datos desconocidos)
utilizando los datos conocidos, mediante algún procedimiento
matemático.

En general, los problemas de aplicación suministran infor-
mación suficiente para traducir una descripción verbal al len-
guaje matemático y poder resolverlos. Lo importante es plan-
tear estrategias para poder abordar el problema. Un estrategia
que puede resultar apropiada es:
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Interpretar el problema
Leer el problema, determinar cuáles son la/s incógnita/s
y cuáles son los datos del problema.

Construir un “modelo”
Elegir el concepto matemático que represente en forma
adecuada la situación a analizar: ecuación, inecuación,
sistema de ecuaciones, etc.

Hallar la solución matemática
Hallar la solución matemática del “modelo” del problema,
utilizando técnicas matemáticas (métodos de resolución)
apropiadas para el mismo.

Dar respuesta al problema original
Teniendo en cuenta la “solución matemática” determinar
cuál es la que responde al problema original.

3.6.3. Ejemplos

Resolveremos los siguientes problemas aplicando los pasos
propuestos y utilizando el concepto matemático correspondien-
te (ecuación, inecuación o sistema de ecuaciones).

1. La tarifa del taxi es $ 1,50 por la bajada de bandera y
de $ 0,7 por cada 200 metros recorridos. ¿Cuántos metros
recorrió Juan en un taxi si pagó $ 15,50?

a) Incógnita: x = metros que Juan recorrió en taxi.

b) Ecuación:
Si 200 metros cuestan $ 0,7, cada metro cuesta $
(0, 7÷ 200) = 0, 0035.
Luego:
costo inicial + costo por m. recorridos = costo total

1, 50 + 0, 0035x = 15, 50
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c) Resolución:

1, 50 + 0, 0035x = 15, 50
0, 0035x = 15, 50− 1, 50

x = 14÷ 0, 0035
x = 4000

d) Respuesta: Juan recorrió en taxi 4000 metros

2. Un ascensor puede soportar una carga de hasta 120 kg.
Una persona que pesa 75 kg. desea llevar en el ascensor
cajas que pesan cada uno 15 kg. ¿Hasta cuántos cajas
puede llevar por vez?

a) Incógnita: x = cantidad de cajas que puede llevar
por vez.

b) Inecuación:
peso persona + peso cajas ≤ peso total permitido

75 + 15x ≤ 120

c) Resolución:

75 + 15x ≤ 120
15x ≤ 120− 75
x ≤ 45÷ 15
x ≤ 3

d) Respuesta: Puede llevar hasta 3 cajas por vez.

3. Una fábrica de cerámica realiza jarras y tazas en forma
automática en una máquina. En promedio se necesitan
3 minutos para la realización de una jarra y 2 para una
taza. Para cada jarra se necesitan 250 grs. de material,
mientras que para cada taza se necesitan 200 grs. Si la
fábrica cuenta diariamente con 44 kg. de material y 8
horas de trabajo con la máquina. ¿Cuántas jarras y tazas
puede realizar diariamente?
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a) Incógnitas:
{

x = cantidad de jarras diarias
y = cantidad de tazas diarias

b) Sistema:{
material: 250 grs. por jarra y 200 por taza = 44 kg.

hs. máq.: 3 min. por jarras y 2 min. por taza = 8 hs.{
250x + 200y = 4400

3x + 2y = 480

c) Resolución:{
250x + 200y = 4400

3x + 2y = 480
⇔


y = −

5
4

x + 220

y = −
3
2

x + 240

Usando método de igualación,

−5
4

x + 220 = −3
2

x + 240(
−5

4
+

3
2

)
x = 240− 220

1
4

x = 20

x = 80

Reemplazando x = 80 en la ecuación y = −
5
4

x+220,

y = −5
4
·80+220 = −100+220 = 120 ⇒ y = 120

Luego la solución del sistema es x = 80 e y = 120.

d) Respuesta: La fábrica puede realizar diariamente 80
jarras y 120 tazas.
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3.6.4. Ejercitación

1. Resuelve los siguientes problemas planteando previamen-
te una ecuación que represente la situación:

a) Un obrero gana $ 250 pesos por d́ıa que trabaja,
pero le descuentan $ 60 por d́ıa que deja de trabajar.
Luego de 25 d́ıas cobró 3.150 pesos. ¿Cuántos d́ıas
trabajó?. (Rta. 15 d́ıas)

b) Una persona tiene colocado la mitad de su capital al
3 por ciento anual, la tercera parte al 5 por ciento,
y el resto al 8 por ciento. En el año gana en total
$ 43.200. ¿Qué capital inicial tiene dicha persona?.
(Rta. $ 960.000)

c) Después de haber gastado los 3
4 de la suma que po-

séıa y $ 18 más, me quedan aún $ 82. ¿Cuál es la
suma que teńıa inicialmente?. (Rta. $ 400)

d) Una mujer lleva al mercado una partida de huevos
para venderlos a 10 centavos cada uno. Se le rompen
18 huevos y decide vender los que le quedan a $ 1,80
la docena. Con esta combinación gana $ 2,70 más de
lo que contaba ganar. Calcular el número de huevos
que llevaba. (Rta. 108 huevos)

e) En un examen un alumno gana dos puntos por ca-
da respuesta correcta, pero pierde un punto por ca-
da equivocación. Después de haber contestado 40
preguntas obtiene 56 puntos. ¿Cuántas preguntas
correctas contestó? (Rta. 32 respuestas correctas)

f ) La cabeza de un pez corresponde al tercio de su pe-
so total, la cola a un cuarto del peso y el resto del
cuerpo pesa 4,6 kg. ¿Cuánto pesa el pez? (Rta. 11,04
kg.)
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g) Un contratista estimó que a uno de sus albañiles le
llevaŕıa 9 hs levantar cierta pared, mientras que el
otro la haŕıa en 10 hs. Sin embargo, sab́ıa por expe-
riencia que, trabajando juntos, terminaban poniendo
10 ladrillos menos por hora de lo que era de espe-
rar. Como estaba apurado puso a los dos albañiles a
trabajar juntos y observó que tardaron exactamen-
te 5 hs. ¿Cuántos ladrillos tiene la pared? (Rta: 900
ladrillos)

2. Resuelve los siguientes problemas utilizando inecuaciones:

a) Maŕıa tiene que subir rollos de tela en un ascensor en
el que pueden cargar hasta 350 kg. ¿Cuál es el mayor
número de rollos que puede subir en cada viaje, si
ella pesa 55 kg. y cada rollo pesa 18 kg.?. (Rta. 16
rollos)

b) Una persona desea determinar las dimensiones de
una ventana para su vivienda en construcción. Por
razones de iluminación y ventilación del local de-
be tener un area mayor a 1,8 m2. Sin embargo, por
cuestiones de calefacción del lugar, no desea tener
una ventana de mas de 2,5 m2 de area. Si se decide
por una abertura de 1,5 m de altura ¿cuales son las
posibles dimensiones del ancho de la misma?

c) Las instrucciones en una caja de peĺıculas indica que
ésta debe almacenarse a temperatura entre 41oF y
86oF ¿Cuál es el rango en la escala Celsius?
(Recordar que la relación entre grados Celsius y gra-

dos Fahrenheit es C =
9
5
(F − 32))

3. Resuelve los siguientes problemas planteando previamen-
te un sistema de ecuaciones lineales.
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a) En una ferreteŕıa se vendieron, en un d́ıa determina-
do, 30 unidades de pintura de la marca A y 20 de la
marca B, y se recaudaron $8400. Al d́ıa siguiente se
vendieron 20 de la marca A y 30 de la marca B y se
recaudaron $8100. Determina el precio por unidad
de cada marca.

b) En un espectáculo, el precio de admisión era de $ 25
para adultos y de $ 10 para menores. Si el número
total de espectadores fue 397 y la recaudación fue $
5680 ¿Cuántos adultos y cuántos menores asistieron?
(Rta. 114 adultos y 283 menores)

c) Un individuo desea repartir $2650 entre varios hom-
bres y mujeres. Observa que si le da $75 a cada uno
le faltan $50. Entonces decide dar $60 a cada hombre
y $95 a cada mujer y de esta manera le sobran $70.
¿Entre cuántos hombres y mujeres hizo el reparto?
(Rta. 24 hombres y 12 mujeres)

d) Un fabricante vende 84 art́ıculos a dos precios dis-
tintos: unos a $45 y otros a $36. Con la venta to-
tal recauda $3105. ¿Cuántos art́ıculos vendió a cada
precio? (Rta. 9 art́ıculos a $ 45 y 75 a $ 36)

e) Se tienen dos alimentos balanceados para animales.
El alimento A contiene un 35 % de protéınas, el B
solo un 22 %. Se debe realizar una mezcla para obte-
ner 150 kilos de alimento con un 28 % de protéınas.
¿Qué cantidad de cada uno de los alimentos se deba
utilizar?

f ) En un tambor se tiene una mezcla de 5 litros de in-
secticida y 25 litros de agua y en un segundo tambor
una mezcla de 5 litros de insecticida pero con 15 li-
tros de agua. Si se necesita utilizar 15 litros de una
mezcla en la que el insecticida represente el 20 % de
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la misma, ¿cuántos litros se deben extraer de cada
tambor?

g) Un granjero cuenta con un determinado número de
jaulas para sus conejos. Si introduce 6 conejos en
cada jaula quedan cuatro plazas libres en una jau-
la. Si introduce 5 conejos en cada jaula quedan dos
conejos libres. ¿Cuántos conejos y jaulas hay?

h) Un obrero ha trabajado durante 30 d́ıas para dos
patrones ganando $ 2.070. El primero le pagaba $ 65
diarios y el segundo $ 80. ¿Cuantos d́ıas trabajó para
cada patrón?

i) Dos obreros trabajan 8 horas diarias en la misma em-
presa. El primero gana $50 diarios menos que el se-
gundo; pero ha trabajado durante 30 jornadas mien-
tras que el primero sólo 24. Si el primero ha ganado
$ 330 más que el segundo calcula el salario diario de
cada obrero.

4. Resuelve los siguientes problemas planteando ecuaciones
lineales para comparar opciones posibles. Represente geométri-
camente en cada caso para interpretar el problema.

a) Para fabricar un producto se sabe que los costos fijos
son de $ 3.600 y los variables de $ 4 por unidad. Si el
precio de venta de cada producto es de $ 10, ¿cuántos
productos deben venderse como mı́nimo para que la
empresa no tenga pérdida?.

b) Juan debe elegir entre dos empleos posibles. En la
empresa A cobraŕıa 200 dólares por mes más 20
dólares por hora extra, y en la empresa B cobraŕıa
500 dólares por mes más 15 dólares por hora extra.
¿Cuántas horas extra debeŕıa hacer como mı́nimo
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por mes para que le reditúe más trabajar en la em-
presa A (que le merece más confianza)?.

c) Para realizar un viaje una empresa tuŕıstica me ofre-
ce la siguiente promoción: $ 25 por el viaje en micro
y $ 50 diarios para la estad́ıa. Otra empresa me ofre-
ce: $ 100 por el viaje en avión y $ 37,5 diarios para la
estad́ıa. Si tengo $ 325 para gastar en el viaje, ¿con
qué empresa podŕıa hacer un viaje más largo? ¿y si
tengo $ 400? ¿Con qué empresa resulta más barato
mi viaje? ¿Si este va a durar 4 d́ıas? ¿Y si dura 8
d́ıas?

d) Para enviar un paquete al exterior una empresa de
correo privado cobra una suma fija de $ 6 en con-
cepto de seguro y $ 3 por cada paquete que se env́ıe.
Otra empresa cobra $ 4,50 por cada paquete, pre-
cio que incluye el seguro. Si dispongo de $ 36, ¿con
qué empresa puedo enviar más paquetes? ¿Cuántos?
¿y si tengo $ 42? Si quiero enviar 4 paquetes, ¿qué em-
presa resulta más conveniente? ¿y por 7 paquetes?

e) Necesito comprar un teléfono celular. Una empresa
me ofrece el siguiente servicio: Un costo fijo de $
20 por mes por el mantenimiento de la ĺınea, más
un costo de $ 0,30 por cada minuto de uso. Otra
empresa me ofrece: Un costo fijo de $ 25 por el man-
tenimiento de la ĺınea, más un costo de $ 0,28 por
cada minuto de uso. ¿Cuántos minutos tendŕıa que
hablar en cada caso para que el importe fuese igual
en ambos? Si sé que mis llamadas siempre superan
las 5 horas por mes, ¿qué empresa me resultará más
conveniente? ¿y si sé que no superan las 4 horas por
mes?
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